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CAPITULO 1 
INTRODUCCION 
l NTRODUCC l ON 
I n t r oducc ión  h i s t ó r i c a  
Desde su invenc ión en 1819 ( f raunhofe r )  hasta nuest ros d ías  l a s  re-  
des de d i f r a c c i ó n  se han conve r t i do  en una herramienta imp resc ind ib l e  en d i -  
versas ramas de l a  f í s i c a .  En t re  o t r a s  ap l i cac iones  podemos c i t a r  desde su uso 
t r a d i c i o n a l  como elemento d i s p e r s i v o  en espectrómetros y espect rógrafos,  hasta 
[ 1 1  
aque l l as  o r i g i nadas  en e l  campo de l a s  comunicaciones mediante f i b r a s  Ópt icas . 
Cuando un haz luminoso i n c i d e  sobre una red, l a  na tu ra leza  p e r i ó d i c a  
de l a  misma hace que l a  in tens idad  de l a  l u z  d i f r a c t a d a  e s t é  d i s t r i b u i d a  según 
c i e r t a s  d i r ecc iones  d i s c r e t a s  l l amadas órdenes espec t ra l  esL2'. woodt3 observó 
ráp idas va r i ac i ones  de l a  in tens idad  d i f r a c t a d a  en un dado orden cuando v a r i a -  
ba re l a t i vamen te  poco l a  l o n g i t u d  de onda de l a  l u z  inc iden te .  Dado que l a  
fuen te  de l u z  empleada poseia una d i s t r i b u c i ó n  espec t ra l  de in tens idad  c o n t i -  
nua y lentamente va r i ab le ,  Wood esperaba encon t ra r  un espec t ro  también c o n t i -  
nuo y denominó anomalías a es tos  cambios pronunciados de in tens idad  observados 
solamente en p l a r i z a c i ó n  S (campo magnético p a r a l e l o  a  l o s  surcos de l a  red) .  
E l  pr imer  t r a tam ien to  t e ó r i c o  [ 41 '151  se debe a Rayle igh (1907) : e l  
campo d i f r a c t a d o  se d e s a r r o l l a  en ondas planas que v i a j a n  o  que se atenúan 
exponencialmente hac ia  a fuera  de l a  red. Su t e o r í a  r e l ac i ona  l a s  anomalías de 
Wood con s i ngu la r i dades  que se producen en l a s  ampl i tudes de un orden dado 
cuando aparece o  desaparece o t r o  orden. Dichas s ingu la r idades  ocur ren  solamen- 
t e  cuando e l  campo magnét ico es p a r a l e l o  a  l o s  surcos, l o  que es tá  de acuerdo 
con l a s  expe r i enc ias  de Wood. S in  embargo e s t e  t r a tam ien to  no p e r m i t í a  encon- 
t r a r  l a  forma de l a s  anomalias. Trabajos exper imenta les p o s t e r i o r e s  s u g i r i e -  
ron  16 1, [ 7 1  o mostraron claramente [SI ,  (91, [ l o 1  l a  a p a r i c i ó n  de anomalías en 
p o l a r i z a c i ó n  P (campo e l é c t r i c o  p a r a l e l o  a  l o s  surcos) cuando se usaban redes 
con surcos profundos; e s t o  l l e v ó  a  recons idera r  aque l l as  t e o r í a s  que no permi-  
ten  anomalías P . Tal tarea fue  1 levada a cabo por Lippmann [ " '  quien de- 
mostró que l os  desa r ro l l os  empleados por Rayleigh incluyendo solamente ondas 
que se a l e j a n  de l a  red, son vá l idos  únicamente para redes con surcos poco 
profundos. S i  l a  ecuación de l a  s u p e r f i c i e  de l a  red es I r  a(%) con 1 $ ~ r ) ( b  b 
no hay duda que l a  suposición de Rayleigh es v á l i d a  en l a  zona id?  b ya que 
en dicha zona l os  campos d i f rac tados  deben s a t i s f a c e r  l a  condic ión de rad ia-  
c ión .  En cambio para un punto en l a  zona %(u)C L b  ex is ten  co r r i en tes  elemen- 1 
t a les  ubicadas tan to  por  encima como por debajo de é l ;  por es ta  razón un desa- 
r r o l l o  completo de los campos v á l i d o  para puntos muy cercanos a l a  s u p e r f i c i e  
de l a  red deber la en p r i n c i p i o  contener ondas que se propaguen (o que se ate-  
nuen exponencialmente) t an to  hac ia  e l  e x t e r i o r  como hacia e l  i n t e r i o r  de l a  
red. 
Fa no [12 es e l  pr imero que t r a t a  de expl i c a r  los  comportamientos 
"anómalos" como producto de l a  i n te racc ión  de l a  l u z  i nc iden te  con ondas e lec-  
tromagnéticas s u p e r f i c i a l e s  (ondas de ~ommerfe ld) .  Aunque su t ra tamiento  no 
es es t r i c tamente  cor rec to ,  representa una importante cont r ibuc ión  para l a  com- 
prensión de los procesos f í s i c o s  que nos ocupan. 
La t e o r í a  de Hessel y O 1  i ne r  [ 1 3 '  también u t i l  i r a  un t ra tamiento  
con ondas s u p e r f i c i a l e s  (a l a s  que e l l o s  denominan ondas guiadas) e in t roduce 
en e l  es tud io  de l as  redes de d i f r a c c i ó n  e l  concepto de impedancia s u p e r f i c i a l .  
S i  afuera de una s u p e r f i c i e  cervada 2 e l  campo puede ser d e s a r r o l l  ado en una 
hase de funciones conocidas, los  coe f i c i en tes  de es te  d e s a r r o l l o  quedan unÍvo- 
camente determinados cuando se conoce e l  v a l o r  de l  coc iente 2 e n t r e  l a s  com- 
ponentes tangenciales de l os  campos sobre toda l a  s u p e r f i c i e  1141 . Este 
coc ien te  rec ibe  e l  nombre de impedancia s u p e r f i c i a l  y su determinación requie-  
r e  l a  reso luc ión  completa del  problema. Sin embargo, suponiendo algunas pro- 
piedades "razonables" para sobre un p lano fuera de l a  red, Hessel y O 1  i ner  
resolvieron el problema cbasificando las anomalías de Woad en dos grupos, 
las llamadas de Rayleigh relacionadas con la redistribución de energía cuando 
aparece o desaparece un nuevo orden y las anomalías resonantes relacionadas 
con la excitación de ondas superficiales u ondas guiades que satisfacen por 
sí mismas las condiciones de contorno. Ambos comportamientos anómalos quedan 
evidenciados claramente cuando se mide no solo la intensidad de las ondas di- 
fractadas sino también la diferencia de fase 4'4 entre las dos componentes 
fundamentales de polarización. El primer trabajo experimental en esta línea 
se debe a Simon y Simon [ l S 1  quienes midieron el valor absoluto de b(P . Pos- 
teriormente, la diferencia de fase con su signo fue medida por Depine, Simon 
y Simon i 161 obteniendo resultados que muestran claramente el carácter resonan- 
te de ciertas anomalías. Hutley y Bird [ 1 7 ]  estudiaron experimentalmente la re- 
lación entre las anomalías resonantes y las ondas de Sommerfeld, que ellos de- 
nominan oscilaciones superficiales de plasma o plasmones siguiendo una termi- 
nología usual en física del sólido. Iluminando la red con un laser excitaron 
las ondas superficiales y observaron que la luz emitida era especialmente in- 
tensa cuando el aíigulo de incidencia del haz laser correspondía al de una ano- 
malía resonante. 
Tanto las teorías que emplean desarrollos de Rayleigh como la de 
Hessel y Oliner no podían reproducir cuantitativamente las curvas experimenta- 
les disponibles, ya sea debido a la suposición de surcos poco profundos invo- 
lucrada en aquellas o al desconocimiento a priori de la impedancia superficial 
en la Última. Esto provocó que a partir de medFados de la década del 60, muchos 
investigadores dedicaran su interés a resolver el problema mediante una teoría 
rigurosa, trabajando directamente con las ecuaciones de Maxwell y resolviendo 
el correspondiente problema de condiciones de contorno. Como resultado de es- 
tos t raba jos ,  las investigaciones teoricas se desarrollan actualmente util i -  
zando tres tipos de métodos: integrales, modales y diferenciales, 
Teor ías e l e c t r o m a ~ n é t i c a s  de redes de d i f r a c c i ó n  
Los métodos i n t e g r a l e s  han proporc ionado l a  pr imera so luc ión  e l e c -  
t romagnét ica r i g u r o s a  a l  problema de l a  d i f r a c c i ó n  por  una red  y  fueron  pro-  
puestos c a s i  simultáneamente por  P e t i t  y C a d i l l a c  i 181 , Wirg in  [ " ]  y Uretsky [20 1 
para e l  modo P y  p o r  Pavageau [2119i223 para e l  modo S . Dichos formal ismos 
suponen que l a  red  posee conduc t i v idad  i n f i n i t a  y son conocidos como métodos 
i n t e g r a l e s  pues en e l l a s  e l  problema se reduce a  r e s o l v e r  una ecuación o  un 
sistema de ecuaciones i n t e g r a l e s  l i n e a l e s .  Diversos formalismos i n t e g r a l e s  han 
s i d o  desa r ro l l ados  pos te r io rmente  para e l  caso de redes d i e l é c t r i c a s  o  m e t á l i -  
cas con conduc t i v i dad  f i n i t a ;  e n t r e  e l l o s  podemos c i t a r  e l  método propuesto 
por  Van den Berg y  Borburgh i23 que conduce a  l a  r eso luc ión  de dos ecuaciones 
i n t e g r a l e s  acopladas y e l  propuesto po r  Maystre [241 que requ ie re  l a  r eso luc ión  
de una s o l a  ecuación i n t e g r a l  de p r imera  especie con núc leo s i n g u l a r .  Este mé- 
todo ha s i d o  irnplementado computacionalmente po r  su au to r  empleando elaboradas 
técn icas  numéricas para sumar e  i n t e g r a r  l o s  núcleos S ingu lares[25 l. S i  b i e n  
d  i ve rsac  comparaciones [261,[271 han demostrado que e l  programa numérico e labo-  
rado por  Maystre es capaz de p r e d e c i r  l a s  e f i c i e n c i a s  de l a s  redes de d i f r a c -  
c i ó n  usadas en l a s  d i s t i n t a s  zonas de l  espec t ro  e lect romagnét ico,  e s t e  método 
i n t e g r a l  t i e n e  l a s  desventa jas de r e q u e r i r  grandes tiempos de c á l c u l o  y debido 
a l a s  complejas técn icas  matemáticas invo lucradas,  de ser  de d i f í c i l  implemen- 
t ac i ón .  
En o t r a  l í n e a  t e ó r i c a  podemos ub i ca r  l o s  llamados métodos modales o  
de a j u s t e  de modos que conducen a  empalmar un d e s a r r o l l o  de Rayle igh v á l i d o  
f u e r a  de l o s  surcos, con un d e s a r r o l l o  moda1 de l o s  campos en e l  i n t e r i o r  de 
l o s  surcos. E l  t r a t a m i e n t o  r e s u l t a  muy s imp le  para  c i e r t a s  geometr ias que per -  
m i t e n  obtener  ana l i t i camen te  l a  base moda1 y f u e  usado en e l  caso de conduc t i -  
v i dad  i n f i n i t a  para  p e r f i l e s  rec tangu la res  128 1 , t r i angu 1  a res  [291, [301 y 
c i r cu  1 ares 13' ' . E l  método moda 1 se compl ica cuando se considera conduct i v idad 
f i n i t a  o forma de surco a r b i t r a r i a  como se demuestra en l a  t e o r Í a  general de- 
sarro1 lada por  Fox 1321 en 1980 ap l icada hasta ahora so lo  a l a  red de p e r f i l  
rec tangu lar  [331-1351 
Desde e l  punto de v i s t a  matemático e l  c á l c u l o  r iguroso de los  cam- 
pos electromagnéticos d i f rac tados  por  una red se reduce a l a  reso luc ión  de un 
S istema de ecuac iones d i f e r e n c i a l e s  en derivadas pa rc ia les  (1 as ecuac iones de 
Maxwell) su je tas  a c i e r t a s  condiciones de contorno adecuadas, Los métodos que 
resuelven estas ecuaciones empleando d i f e renc ias  f i n i t a s ,  ya sea directamente 
o b ien  transformándolas en sistemas de ecuaciones d i f e r e n c i a l e s  o rd ina r ias ,  
rec iben e l  nombre de métodos d i f e renc ia les .  Han dado buenas soluciones para 
conduct iv idad ba ja  1361-1391 y combinados con t ransformaciones conformes han 
resue l to  e l  caso de conductor pe r fec to  [40 1-1431 . Los métodos d i f e r e n c i a l e s  no 
permi t ían  t r a t a r  e l  caso de conduct iv idad a l t a  pero f i n i t a ,  s i t u a c i h  de gran 
i n te rés  pues corresponde a los  metales usados como r e f l e c t o r e s  en e l  rango óp- 
t i c o  e i n f r a r r o j o  (p lata,  a lumin io  y o ro ) .  En e l  caso de po la r i zac ión  S l os  
resul tados obtenidos co inc id ían  con l os  predichos mediante o t ros  métodos, só- 
l o  para redes con surcos poco profundos. 
Objet ivos y desar ro l  l o  del presente t r a b a j o  
Dado que Tos métodos d i f e r e n c i a l e s  parecen representar un compromi- 
so e n t r e  s imp l i c i dad  de formulación, v e r s a t i l i d a d ,  f a c i l i d a d  de implementación 
y rapidez, se encaró e l  es tud io  de estos métodos con e l  o b j e t o  de superar las  
d i f i c u l t a d e s  mencionadas. En e l  Cap i tu lo  I I  de es te  t r a b a j o  se describen algu- 
nas propiedades f í s i c a s  y matemáticas de l os  campos y en e1 Capí tu lo 1 I I l os  
metodos d i f e r e n c i a l e s  propuestos por  Cerut t i -Maor i ,  P e t i t  y C a d i l l a c  [ 36 1 para 
polar ización P y por Neviére, Vincent y P e t i t  1371 para p o l a r i z a c i ó n s  . Se 
demuestra que este último formalismo, considerado hasta ahora riguroso, es 
1441 
solo una aproximación válida para redes con surcos muy poco profundos . 
En el Capítulo IV se presenta un nuevo formalismo diferencial rigu- 
roso que resulta válido aún en las zonas de alta conductividad i451 y se compa- 
ran los resultados obten idos mediante programas computac ionales basados en el 
nuevo método y en el método diferencial usual, para ambos modos y en las zonas 
donde el método usual no posee dificultades numéricas. 
Con el fin de disminuir los tiempos de cómputo se pensó en combinar 
los métodos diferenciales con la condición de contorno de Leontovich [461,[471 
El uso de esta condición de contorno también llamada de impedancia superficial 
constante, evita el cálculo de los campos en el interior de la red. 
En el capitulo V se discute la validez de la condición de contorno 
aproximada (nunca usada anteriormente en el rango espectral que nos ocupa) y 
se presenta un nuevo formalismo diferencial aproximado que combina la mencio- 
nada condición de contorno con transformaciones conformes. Mediante compara- 
ciones con las soluciones rigurosas se demuestra que el formalismo aproximado 
resulta particularmente adecuado para estudiar los campos difractadoc por una 
red metálica de conductividad grande pero finita como es el caso de interés 
en óptica 1481, [491 . Por Último en el Capítulo Vi se resumen y discuten los re- 
sultados presentados analizándose las conclusiones que pueden extraerse de 
este trabajo. 
CAPITULO 1 1  
FROPIEDADES F I S I C A S  Y MATEMATICAS DE LOS CAMPOS 
m 
9 
L. 
I I .  PROPIEDADES FISICAS Y HATEMATICAS DE LOS CAMPOS 
Presentac ión de l  pro.blema de l a  red  
A l o  l a r g o  de l  presente t r a b a j o  usaremos un sistema de coordenadss 
A 
c ~ r t e s i a n a s  0x4s  ; son l o s  versores en l a s  d i r ecc iones  &,%,O$ . Su- 
pondremos que l a  s u p e r f i c i e  de l a  red puede represen ta rse  po r  l a  s u p e r f i c i e  
c i l í n d r i c a  j = $ ( x ) c o n  gene ra t r i ces  p a r a l e l a s  a l  e j e  ; %(%) es una f unc ión  
p e r i ó d i c a  de per íodo  d. i gua l  a  l a  d i s t a n c i a  e n t r e  dos surcos consecut ivos,  
en l o s  t ra tamien tos  t e ó r i c o s  elegiremos por comodidad una unidad de l o n g i t u d  
t a l  que d sea i gua l  a 27( . Llamaremos E r E ~ * ~ E ~  a l a  constante d i e l é c -  
t r i c a  de l  medio l i n e a l ,  i s ó t r o p o  y  homogéneo conten ido en l a  r eg ión  Y C Y C x ) .  
( será r e a l  para redes d i e l é c t r i c a s  o complejo para redes me tá l i cas  o d i e -  
l é c t r i c a s  con pérd idas.  S i  e l  m a t e r i a l  con e l  que es tá  cons t ru fda  l a  red es 
un meta l  per fectamente conductor diremos que l a s  propiedades de l  medio están 
carac te r i zadas  por  un v a l o r  i n f i n i t o  de su conduc t i v idad  abandonándose l a  des- 
c r i p c i ó n  de l  medio mediante € cuyo módulo se h a r í a  también i n f i n i t o .  En l a  
r eg ión  y >%&) supondremos que hay a i r e  y aproximaremos l a  cons tan te  d i e l é c -  
t r i c a  en e s t a  zcna y  l a  permeabi l idad en todo e l  espac io por  l a s  correspondien- 
tes  a l  vacío.  La red  es i luminada desde l a  r eg ión  una onda p lana de 
ampl i t ud  unidad y  f r ecuenc ia  W , cuyo vec to r  de onda fl. es tá  conten ido en e l  
p lano  X j  y forma un ángulo 0 con e l  e j e  8 ; de es ta  forma s i  l a  s u p e r f i c i e  
de l a  red es i n f i n i t a  (supos ic ión  v á l i d a  s i  no nos i n te resa  e l  poder reso lven-  
t e )  l o s  campos e lect romagnét  icos no dependerán de l a  coordenada ;j . 
E l  p r i n c i p i o  de superpos ic ión  nos pe rm i te  e s t u d i a r  una p o l a r i z a c i ó n  
a r b i t r a r i a ;  conocida l a  forma de los  campos en l o s  dos modos o casos funda- 
mentales de p o l a r i z a c i ó n  llamados P y $ . En l a  p o l a r i z a c i ó n  P e l  vec to r  
T 
campo e l é c t r i c o  es p a r a l e l o  a  l o s  surcos de l a  red ( E  = Ea ) y sue le  
1 lamarse "caso Elí 'l. En l a  p o l a r i z a c i ó n  S e l  vec to r  que es p a r a l e l o  a  l o s  
-* 
surcos es el campo magnético ( H  Z. Ha 3 ) y suele hablarse de1 "caso )-I//". 
La dependencia temporal armónica elegida permite representar cualquier función 
rl Q [ R , ~ )  del vector posición = 2 + 3 t 5 5 y del tiempo t, 
mediante una función compleja asociada A (z )  tal que 
donde % significa "parte real". 
Ecuaciones de Maxwell Y condiciones de contorno 
En el sistema cgs de unidades, las ecuaciones de Maxwell que rigen 
el comportamiento de los campos en un medio lineal isótropo y homogéneo con 
constante dieléctrica E y no magnético (permeabilidad = 1) en ausencia de 
cargas y corrientes libres. y suponiendo una dependencia temporal armónica dada 
por (2.1) son: 
donde C es una constante igual a la velocidad de la luz en el vacío. 
Tomando rotor en ambos miembros de (2.2) y ut i 1 izando (2.3) y (2.4) 
-C 
se demuestra que E satisface la  ecuación de ondas de Helmholtz: 
Lb- 
* 
Partiendo de (2.3) y utilizando (2.2) y (2.5) se demuestra que verifica 
la misma ecuación: 
Si la superficie S limita dos medios continuos las componentes de 
los campos a cada lado de S están relacionadas por las siguientes condicio- 
nes de contorno ( ~ i g .  2.2) : 
-. 
9 -4, Eg > H i ,  iii > representan l o s  l í m i t e s  de ECPI), H ( P ~ ) ,  3 ( ~ g )  
B ( , P ~ ) c u ~ ~ ~ o  Pi  t i e n d e a  M ( d =  2 ) .  y s o n l a s  
densidades s u p e r f i c i a l e s  de cargas y c o r r i e n t e s  1 i b r e s  en l a  s u p e r f i c i e  S ; 
r5 es d i s t i n t a  de ce ro  s ó l o  s i  uno de l a s  medios (por e j .  e l  2) es pe r f ec -  U - 
tamente conductor :  en e s t e  caso EI P ~ ' )  y 6 /Pr) son ce ro  y entonces 
(2.9) r e s u l t a :  
T ra tamien to  de cada caso de p o l a r i z a c i ó n  
Denotaremos con S (.i>y ) a l a  componente según e l  e j e  3 de l  
campo e l é c t r i c o  en e l  modo P ó a l a  componente según 'i, d e l  campo magné- 
t i c o  t a t a  1 en e l  modo 5 . De acuerdo con (2 .6)  y (2 .7)  f (r > 3 ) debe 
ser s o l u c i ó n  de una ecuación de Helmhol tz  en cada zona: 
donde 8 i ~ k .  
Para expresar  matemáticamente un hecho exper imenta l  b i e n  conocido, 
agregaremos l a  s i g u i e n t e  cond i c i ón  de rad iac i ón :  cuando nos alejamos mucho de 
l a  s u p e r f i c i e  de l a  red, e l  campo d i f r a c t a d o  debe e s t a r  acotado y debe repre -  
sen ta r  ondas s a l i e n t e s .  Es d e c i r  pediremos qu,e: 
1 ' (Y' rd ' - 'irnidante ] ---' ondas salientes 2 - *  
(la condición de rad iación no puede imponerse al campo. total cuando 1 t iende 
a mas infinito pues el campo incidente es una onda entrante). 
Expresaremos ahora las condiciones de contorno para cada modo en 
térmínos de la función incógnita 5 . Utilizando (2.8) para el modo P o 
(2.9) para el S obtenemos la continuidad de f en la superficie de la red: 
4 c $(", y > y"' 
lo que irnpl ica la continuidad de la derivada de según la dirección tan- 
gencial a la superficie. Para analizar el comportamiento de la derivada de 
según la dirección normal a la superficie usamos la condición (2.9) 
junto con la ecuación (2.2) para el modo P o la condición (2.8) junto 
con la ecuación (2.3) para el modo S obteniendo: 
donde 
modo S 
Podemos escribir las condiciones de contorno (2.15), (2.16) con la 
notación más compacta de la sección anterior: 
sin olvidar el proceso de límite explicitado en (2.15)~ (2.16). 
El problema físico queda así reducido a hallar una función S(%,\) 
que satisfaga las ecuaciones (2.13), las condiciones de radiación (2.14) y 
las condiciones de contorno (2.18) y (2.19). Supondremos que este problema, 
llamado problema de la red, es un problema matemáticamente bien planteado 
que tiene una Única solución. Según Petít [SO 1 la existencia de una solución 
(obvia para un flsico) nunca ha sido matemáticamente establecida. En cambio 
suponiendo la existencia puede probarse la unicidad de la solución, por lo 
menos en el caso E// . [511 
tados 
Admitiendo la existencia y launi:cida,dprtzbaremos dos Útiles propie- 
dades de la soluciún al problema de la red. 
func  i ón  
S i  1 es e l  campo d i f r a c t a d o  p r imero  mostraremos que l a  
es una f unc ión  p e r i ó d i c a  de per íodo i gua l  a l  de l a  red (29f') es d e c i r  ( ve r  
F igu ra  2.1): 
Para e l l o  notemos que e l  p r imer  miembro de l a  igualdad (2.21) s a t i s f a c e  l a  
ecuación de ondas y l a s  condic iones de r a d i a c i ó n  (pues 5' l a s  s a t i s f a c e ) ;  
s i  es te  p r imer  miembro s a t i s f a c i e r a  l a s  condic iones de contorno en l a  s u p e r f i -  
c i e  entonces l a  igualdad (2.21) quedaría probada invocando l a  u n i c i d a d  de l a  
so luc ión .  Esto ú l t i m o  puede se r  demostrado usando l a s  propiedades de sd y l a  
propiedad obv ia  de l  campo i nc i den te  S ' ( ' % > % )  = e i k ( x s e a 8 - ( 6 ~ 0 5 e )  
La cond ic i i i n  de contorno (2.18) asegura que: 
d 
[ ~ ~ ( r + z n , q  ) + J, (y+zrri y)] e-- i k 2 r r ~ ~ n 0  & ;, k ~ 7 l  seo. O (I - S2 ( ~ + 2 ~ i ? )  e
y usando (2.22) es ta  igualdad se r e e s c r i b e  en l a  forma: 
d. - i ! t 2 ~  S P ~ :  9lo que indica que el producto C%+ZC, y)  e s a t i s f a c e  l a  condi -  
c i ó n  de contorno (2.18).  La cond ic ión  de contorno (2.19) asegura que: 
o usando (2.22) : 
es d e c i r  que e l  p r imer  miembro de (2.21) también s a t i s f a c e  l a  cond ic ión  (2.19) 
en l a  s u p e r f i c i e  y=%(%), por l o  cua l  debe se r  s o l u c i ó n  de l  problema de l a  
red. Aceptando l a  un i c i dad  de l a  so luc ión  queda demostrada l a  igualdad (2.21) 
que expresa l a  p e r i o d i c i d a d  de 4.4, ( U > Y  ) también conocida como pseudoperio- 
d i c i d a d  de l o s  campos d i f r a c t a d o s .  
La p e r i o d i c i d a d  de l a  func ión  L ( ( ' X , ~  ) d e f i n i d a  en (2.20) permi te  
rep resen ta r l a  mediante una s e r i e  de F o u r i e r :  
y e l  campo d i f r a c t a d o  r e s u l t a :  
donde hemos d e f i n i d o :  
- a sea e 
-Km - 
Notemos que (2.24) v a l e  cua lqu ie ra  sea 3 
S i  1) & $(Y) )  v e r i f i c a  l a  ecuación de ondas (2.13a) para 
todo y, ; i n t roduc iendo  en es ta  ecuación l a  expres ión  (2.24) se o b t i e n e  una 
ecuación d i f e r e n c i a l  para cada Sn (8) : 
Def in iendo:  
l a  so luc ión  general  de (2.26) será una combinación l i n e a l  de l a s  func iones 
eiy:'i pero l a  cond ic ión  de rad iac ión  (2.14a) p roh ibe  l a  
i n c l  us ión  de l a s  pr imeras pues representan ondas en t ran tes  cuando k2  7 T: 
2 
y no están acotadas para 3 --+ a3 cuando k2 4 . F inalmente obtenemos 
e l  s i gu  i e n t e  desa r ro l  l o  de i o s  campos d i  f rac tados  v b l  ida cuando 2 ah) : 
donde R, san ampl i t udes  complejas incógn i tas .  
Este d e s a r r o l l o  f u e  usado por  RoyleigC en 1 9 0 7 ' ~ '  y l a s  exponencia- 
l e s  que aparecen en (2.28) rec iben  e l  nombre de órdenes o func iones de Rayleigh. 
2 Cada término de (2.28) representa ondas planas propagantes cuando bZ > O, 
2 2 
y ondas evanescentes s i ¿ qfi . S i e l  orden n-és imo es propagante, 1 / 8 1 
es menor qiie l a  un ¡dad y podemos d e f  i n  i r  e), t a l  que: 
y e l  orden propagante n-ésimo se e s c r i b e  como 
p, (X sen e, + !LOS e,) 
- 
- ~ , k  
l o  que prueba que @m es e l  ángulo de d if r acc i ón  de l  orden n-és imo (ve r  F igu-  
r a  1 . 1 ) .  La ecuac ión (2.29) es l a  conocida ecuac ión de l a  red, deduc ib l e  con 
l a  t e o r í a  esca la r  de l a  d i f  racc ión  ( ~ u y ~ e n s - ~ r e s n e l  ) . 
Proced iendo de 1 a misma forma que para l a  zona 1 > & podemos 
demostrar que en l a  zona  CM ( x )  v a l e  e l  s i g u i e n t e  d e s a r r o l l o  de Rayle igh:  
' a 
Tñ, son l as  ampl i tudes de l o s  Órdenes t r ansm i t i dos  y :  
Los campos d i f r a c t a d o s  quedan determinados cuando se conocen l a s  
amp l i tudes  complejas q r n  y Jm . A p a r t i r  de 'R,, podemos c a l c u l a r  l o s  f l u -  
j o s  de l o s  vec to res  de Poyn t ing  (en v a l o r  medio tempora l )  asociados con l a  
d 
onda i n c i d e n t e  ( ' ) y con e l  n-és imo orden d f  i rac tado  ( $m ) , a t r avés  de 
un rec tángu lo  de lados BC , B'C' ( p a r a l e l o s  a l  e j e  1L- ) y BB' , CC'  (pa ra le -  
L 
l o s  a l  e j e  3) ( ve r  F i gu ra  2.1). E l  c o c i e n t e  e n t r e  $: y 0. r e c i b e  e l  nom- 
bre de eficiencia del orden difractado n-ésimo y representa la fracción en 
valor medio temporal de la potencia incidente que transporta el orden refle- 
jado n-és imo: 
(0 
de donde se ve que aquel los órdenes para los cuales a2<a2 m , (K esun 
número imaginario) no transportan energía en dirección normal a la red. 
Criterios de reciprocidad y conservación de la energía 
Antes de describir los métodos diferenciales empleados para calcu- 
lar las eficiencias (2.34) mencionaremos dos relaciones generales que éstas 
deben satisfacer cualquiera sea el tipo de red o polarización empleada. 
La primera, conocida como criterio de reciprocidad establece la 
igualdad de las eficiencias en las situaciones esquematizadas en la Figura 
2.3. En la situación de la Figura 2.3.a lared es iluminada bajo el ángulo de 
incidencia 0 y el p-ésimo orden difractado forma un ángulo ep con la nor- 
mal a la red y tiene una amplitud R p  . En la Figura 2.3.b, el ángulo de inci- 
I dencia es @ = - O p ,  Y el p-ésimo orden difractado se propaga en la dirección 
- 8  (según se demuestra a partir de la ecuación (2.29)) con una ampl itud 
R ' ~  . 
El criterio de reciprocidad establece que: 
IIi 
-%d?t I R p l z  - cos 8 
cos 8 cos op 

es d e c i r  que l a  e f i c i e n c i a  de l  orden p-ésirno t i e n e  e l  rnisirio v a l o r  en l a  
s i t u a c i ó n  a) y en l a  s i t u a c i ó n  b ) .  En p a r t i c u l a r  para P z Q ,  Gp-@con l o  cua l  
concluimos que l a  e f i c i e n c i a  de l  orden ce ro  no cambia cuando l a  red  se r o t a  
en 180" a l rededor  de un e j e  perpend icua l r  a su s u p e r f i c i e  media. Debe n o t a r -  
se que e s t e  resu l t ado  v a l e  aún para p e r f i l e s  no s imé t r i cos .  
La segunda propiedad que mencionaremos es conocida como c r i t e r i o  de 
conservación de l a  energía y es tab lece  que: 
U I  es e l  con jun to  de nGrneros enteros para l o s  cuales k2>%? y es l a  frac- 
c i ó n  de l a  po tenc ia  i n c i d e n t e  en v a l o r  medio temporal que penetra hac ia  e l  
i n t e r i o r  de l a  red en l a  s u p e r f i c i e  correspondiente a un per íodo .  La igualdad 
l 
(2.36) es tab lece  e l  hecho f í s i c o  de que l a  energía i n c i d e n t e  debe ser  i gua l  a 
l a  energía d i f r a c t a d a .  Para un d i e l é c t r i c o  s i n  pérd idas,  E, es un número r e a l  
y (2.36) toma l a  forma: 
Z 2 
donde U2 es e l  con jun to  de números en te ros  para l o s  cuales E &  > 
Las propiedades (2.35) y ( 2 . 3 6 )  pueden se r  Ú t i l e s  para cons ta ta r  
l a  e x a c t i t u d  de l o s  resu l tados  numéricos obten idos con una t e o r í a  determinada 
o para  d e t e c t a r  e r r o r e s  de programación en l o s  casos en que l a  t e o r í a  en cues- 
t i ó n  s a t i s f a g a  automáticamente ambas re lac ior%es.  
Ondas s u p e r f i c i a l e s  guiadas y redes de d i f r a c c i ó n  
Ya se ha mencionado en l a  i n t r oducc ión  que l o s  comportafl~ientos 
"anómalos" de l a s  redes de d i f r a c c i ó n  pueden ser  exp l i cados  conio p roduc to  de 
l a  i n t e r a c c i ó n  de l a  l u z  i n c i d e n t e  con ondas e lec t romagnét i cas  s u p e r f i c i a -  
l es 1121, l i31 ; [171 . Estas ondas que se propagan en s u p e r f i c i e s  planas atenúan- 
dose duran te  su propagación, son so luc iones  de l as  ecuaciones de Maxwell nlás 
condic iones de con to rno  por  s í  mismas es d e c i r  en ausencia de onda i n c i d e n t e  
y  pueden se r  consideradas como un modo gu iado o  modo p rop io .  En e s t r u c t u r a s  
pe r i ód i cas  puede haber un acoplamiento con e l  campo ex te rno  y e l  e s t u d i o  de 
es tos  modos p rop ios  e s t á  int imamente re lac ionado  con e l  e s t u d i o  de l  problema 
de l a  d i f r a c c i ó n  en l a  red. Su c o n o c i r i ~ i e r i ~ o  pei-iiiiLe i n l e i - y t - e ~ a r  f í s i ca i i i en le  
l a  respuesta de l a  e s t r u c t u r a  p e r i ó d i c a  f r e n t e  a  una dada e x c i t a c i ó n .  Podr ía-  
mos cons idera r  que l a  s i t u a c i ó n  es análoga a  l a  que e x i t e  en un c i r c u i t o  re-  
sonante s e r i e  RLC cuando en l os  extremos de l  mismo se ap l  i c a  una tens ión  v¿*) 
= V, cog ~t . Cuando W v a r í a  desde cero  hasta i n f  i n i  t o ,  l a  i n t ens idad  de l a  
c o r r i e n t e  e l é c t r i c a  que r e c o r r e  e l  c i r c u i t o  presenta un v a l o r  máximo (más irnpor- 
t a n t e  cuanto menor es R ) para  un v a l o r  p a r t i c u l a r  w = U r ,  fenómeno conocido 
como resonanc ia .  La respuesta a  l a  e x c i t a c i ó n  V C t )  puede entenderse cuando se 
es tud ian  l a s  o s c i l a c i o n e s  n a t u r a l e s  d e l  c i r c u i t o  (es d e c i r  l a s  o s c i l a c i o n e s  s i n  
e x c i t a c i ó n  e x t e r i o r ) .  Cuando R = O , e l  c i r c u i t o  o s c i l a r á  inde f  inidarnente a  l a  
f r ecuenc ia  W o  ; s i  R # O habrá pérd idas  de energía  y  toda o s c i  l a c i ó n  se amor- 
t i g u a r á  en e l  ti.empo po r  l o  cua l  l a  f r ecuenc ia  p r o p i a  será un número complejo 
cuya p a r t e  r e a l  tendrá va l o res  muy próximos a  úJc . Este v a l o r  r Wp co r res -  
ponde a  un cero  de impedancia de l  c i r c u i t o .  S i  f u e r a  p o s i b l e  e x c i t a r l o  con W = W p  
entonces l a  respuesta ( c o r r i e n t e )  s e r í a  i n f i n i t a ,  pe ro  como 0 es r e a l  e s t o  nun- 
ca o c u r r e .  Para pequeños va lo res  de R , W p  es un número comple jo  con p a r t e  
imag inar ia  muy ch i ca ,  y cuando W toma va lo res  próximos a  l a  p a r t e  r e a l  de Cc)p 
l a  impedancia toma v a l o r e s  muy ch icos  dando l uga r  a  grandes in tens idades  de co- 
r r i e n t e .  
Para l a  red  de d i f r a c c i ó n  e l  a n á l i s i s  matemát ico será mucho más 
complicado que en el caso del circuito LRC pero la idea básica es aún la mis- 
ma: estudiando los modos propios u ondas guiadas que pueden ser soportados 
por la estructura periódica es posible predecir la respuesta de la red cuando 
sobre ella incide una onda plana. Esto se pone en evidencia cuando se calculan 
las constantes de propagación de dichos modos propios que como fue demostrado 
por ~evikre'~" coinciden con las singularidades de las amplitudes difractadas, 
en el plano complejo I*) . La onda superficial puede hallarse fácilmente para 
una interfase plana[72 ] . Debido a que la velocidad de fase de dicha onda su- 
perficial es menor que C , no pueden ser excitadas por la luz incidente en 
una superficie plana. Sin embargo la introducción de una pequeña modulación, 
por pequeña que sea, permite el acoplamiento de la onda superficial con los 
campos que se establecen cuando incide luz sobre la superficie modulada (red). 
La resonancia de estas ondas superficiales con la luz incidente tendrá lugar 
cuando la diferencia de fase entre ambas oscilaciones sea igual a un número 
entero de veces %?f , a lo largo de un período; es decir. 
donde d es el período de la red, 8 es el ángulo de incidencia, ?L- y hs 
son las longitudes de onda de la radiación incidente y de la oscilación super- 
ficial respectivamente, es un niímero entero y el doble signo corresponde 
a ondas superficiales que se propagan en sentido positivo y negativo. La con- 
dición de resonancia (2.38) puede escribirse 
donde C y V son la'; velocidades de fase de la luz incidente y de la onda 
superficial. En el caso C = U  , (2.39) da la condición de Rayleigh, es decir 
e l  ángulo e para e l  cua l  a l gún  orden se propaga rasante a  l a  supe rF i c i e  
media de l a  red .  Usando l a  r e l a c i ó n  de d i s p e r s i ó n  para una onda s u p e r f i c i a l  
[ 72 1 
en una i n t e r f a s e  p lana , l a  ve loc idad  de d icha  o s c i l a c i ó n  resu l ta . :  
vál i da  para i n t e r f a s e  vacÍo-medio de constante & . Para aquel l o s  metales que 
s a t i s f a g a n  l a  r e l a c i ó n  )El >> f l a  d i f e r e n c i a  r e l a t  i v a  e n t r e  V y  C será muy 
ch i ca  y  es de esperar anomalías resonantes muy cercanas a  aque l los  ángulos 
donde se produce l a  a p a r i c i ó n  o desapar ic ión  de un orden de d i f r a c c i ó n .  La 
expres ión (2.40) v a l e  para i n t e r f a s e s  planas, pero  l os  experimentos de Teng 
y  S te rn  L731  han mostrado que l a  ve loc idad  de fase de l a  onda s u p e r f i c i a l  en 
una s u p e r f i c i e  1 igeramente corrugada d i f i e r e  muy poco de l  v a l o r  dado por ( 2 . 4 0 )  . 
CAFITULO 111 
HETODOS D IFERENC IALES 
METODOS DIFERENCIALES 
En este Capítulo se describen los métodos diferenciales- usualmente 
empleados para calcular las eficiencias de una red de difracción. La idea del 
método f ue  sugerida por Petit i521 y el primer desarrollo teórico se debe a 
Cerutti-Maori, Peti t y Cadil lac[361 quienes trataron sólo el modo / .  (sec- 
ción 111.1). Trabajos poster iores1371'L381"391, realizados principalmente 
por Cadillac, Naviere, Petit y Vincent del Laboratorio de Optica Electromag- 
nét ica de Marsel la  rancia) emplearon este método con técnicas numéricas más 
poderosas y propus ieron un tratamiento para el caso H// (secc iOn 1 1 1.2). En 
las secciones siguientes se señalan las dificultades que aparecen en ambos 
formalismos, se discute el rango de aplicación de cada uno de ellos y se de- 
muestra que el tratamiento empleado para el caso H/! no es rigurosamente vá- 
1 ido t441  
1 1  1.1 Método diferencial para E // 
Elegimos el sistema de coordenadas de la Figura 2.1 en forma tal 
que : 
De acuerdo con lo discutido en el Capítulo 11, sección 4, los cam- 
pos difractados pueden representarse mediante desarrollos de Rayleigh fuera 
de la zona O L U 6  h- . Para ld)/h , el campo eléctrico total i(ijy) (según$) d 
es la suma de los campos incidente y difractado: 
en l a  zona 2 I- 0 : 
En l a  zona 0: 1 h , en vez de t r a t a r  con l a s  dos ecuac iones de 
onda (2.13 .a) y (2.13. b) , podemos cons idera r  que s(r ix)  v e r i  f i c a  1 a ecuación: 
donde hemos d e f i n i d o :  
Ya que ~ ( X I ! )  es una f unc ión  p e r i ó d i c a  en I , de per íodo  2v 
puede d e s a r r o l l a r s e  en s e r i e  de F o u r i e r :  
donde 
Debido a l a  pseudoper iod ic idad (2.24) de l  campo d i f r a c t a d o  y de l  
campo inc iden te ,  e l  campo t o t a l  es pseudoperiódico por  l o  cua l  admite un de- 
s a r r o l l o  de l  t i p o :  
Introduc¡endo los desarrol los ( 3 . 6 )  y ( 3 . 8 )  en la ecuación de propagación ( 3 . 4 )  
obtenemos luego de hacer un cambio de subTndice y reagrupar términos: 
- l t  
donde indica la derivada segunda de la función . El miembro i z -  
quierda de ( 3 . 9 )  puede considerarse como el desarrollo en serie de Fourier 
(con respecto a 'X ) de la funciOn idént icamente nula; en consecuencia para 
cualquier a debe cumplirse que: 
de donde vemos que las funciones S,, (y )  son solución de un sistema de inf ini- 
tas ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas de segundo orden. 
El campo eléctrico y su derivada normal deben ser continuos en las 
superficies 1-0 e ~ r h  . La continuidad de 5 y de su derivada según 1 en 
3 = 0 se expresa usando ( 3 3 )  y (3.8) mediante las igualdades: 
Multiplicando (3.11) y (3.12) miembro a miembro por e e integrando 
las igualdades obtenidas en el intervalo O 6 %  5 z n  (procedimiento que 
equivale a proyectar (3.11) y (3.12) en la base de funciones de ~ a ~ l e i ~ h ) ,  se 
obtiene: 
y combinando (3.13) y (3.14) se llega a una relación entre f, y S: en 2 = o  : 
La con t i nu idad de f y su der ivada norma 1 en 1 a superf ic i e (d : h
permite obtener mediante un tratamiento similar al hecho en != 0 , las si- 
guientes igualdades: 
6, es el símbolo de Krllnecker . 
Combinando (3.16) y (3.17) se llega a la siguiente relación entre 
las funciones incógnitas y sus derivadas en 1-h : 
Los campos para el modo P quedan entonces perfectamente determi- 
nados cuando se conocen las funciones &, ( ) en el intervalo [Q i h pues 
conocido f, ( O  ) , (3.13) permite obtener las ampl i tudes Ta y (3.16) da R, 
conocido $_(h ) .  De esta manera el problema de la red en el modo P se ha 
reducido a la resolución del sistema diferencial (3.10) en el intervalo fini- 
to [O, h ] con las condiciones de contorno (3.15) y (3 .18) .  El problema mate- 
mático se puede resumir empleando la notación matricial mas compacta: 
u --, 
-S= 4 
donde hemos definido los vectores columna 3 (1 ) ,  ~ ' ( 2  ) y 3' ( 8 ) cuyos 
elementos son las funciones , ( y 3: ( 2 ) ;  e1 vector columna 
3 a - 2 q ; 4 \  e-iy:')h de el ementos - 6, , las matrices diagonales Lo y 
Iz, - - { \  [ih de elementos ( LO )mm=k<Pm Jmmr , ( I L , , ) ~ , - - ' Y ~  y la 
matriz O/ ( 2  ) cuyos elementos son: 
mnn m M m  
- d m - m  (3) 
En las aplicaciones numéricas, las series involucradas debentruncarsepor ejem 
plo en l = N  con lo cual se convierten en sumas finitas con P=ZI.ltf tér- 
minos y en consecuencia todas las matrices son matrices finitas con 'P filas 
y P columnas. La resolución del sistema (3.19)  truncado con condiciones en 
ambos extremos del intervalo (y no dos condiciones en uno, como necesitan los 
métodos numér icos estandard) ,' r equ ie re  l a  i n teg rac ión  de (3.19) P veces con 
e l  f i n  de obtener  una base para e l  espac io de so luc iones de d icho  sistema de 
ecuaciones d i f e r e n c í a l e s .  La implementación numérica de l os  métodos presenta- 
dos en e s t e  t r a b a j o  puede verse  en e l  Apéndice. 
Plétodo d i f e r e n c i a l  para H// 
E l  método d i f e r e n c i a l  presentado por  ~ e v i e r e ' ~ ' ~  para e l  caso en 
que el campo magnético de l a  onda i n c i d e n t e  es p a r a l e l o  a l o s  surcos de l a  
red  d i f i e r e  de l  presentado en l a  secc ión a n t e r i o r  en e l  t r a tam ien to  de l a  
ecuación de propagación en l a  zona O 5 3 L h . E l  campo magnético t o t a  1 es: 
a p a r t i r  de l a s  ecuaciones de Maxwel 1 (2.2) y (2.3) se ob t iene :  
-.J )u 
donde r: E ( ~ 1 1 )  es una func ión de l a  p o s i c i ó n  que v a l e  1 cuando 1 > 2 c r )  
y € cuando i C (x). Combinando (3.24) y (3.25) : 
r 
d 'l 
1 
y usando l a  i den t i dad  v e c t o r i a l :  
-- n + c2 P5 
se puede r e e s c r i b i r  (3.26) i d e n t i f i c a n d o A = &  y BlTz en l a  forma: 
con ~ ( F z - I ~  S dado por  l a  ecuación ( 3 - 5 ) .  
Proyectando (3.27) en l a s  coordenadas car tes ianas  X ,  
'd : 
\ 
Neviere propone e l  s i g u i e n t e  t ra tamien to  para l a  ecuación d i f e r e n -  
- 
c i a l  ( 3 . 2 8 ) :  d e f i n e u n a  f u n c i ó n a u x i l i a r  : 
deben ser  pseudoper iód icas  por  l o  cua l  v a l e  e l  desa r ro l  l o  (3.8) 
h 
para 5 y uno s i m i l a r  para 5 : 
4 
como dt~ifl ' )  es pe r i ód i ca ,  P ( y , ' i ' ) = - - -  también l o  es y e n t o n c e s :  
O ( ( % ( S J )  
In t roduc iendo  l o s  d e s a r r o l l o s  (3.6), (3.8), (3.30) y (3.11) en l a  ecuación 
d i f e r e n c i a l  (3.28) y luego de reordenar términos y p royec ta r  en l a  base de 
func iones de Ray le igh  se l og ra  obtener  un con jun to  de ecuaciones d i f e r e n c i a -  
- t  
l e s  acopladas que re l ac i onan  l a  der i vada  f, con l a s  func iones f, : 
af Despejando - de (3.29), reemplazando en la expresión obtenida 
N 
los desarrollos ( 3 . 6 )  para o( , (3.8) para y (3.30) para S , reordenando 
términos y proyectando en la base de funciones de Rayleigh hallamos la siguien- 
r-. 
te relación entre las derivadas de 3, y las funciones 5, 
,--' 4 af yc 
La función $ ¿ - ~ y x ~  - - 
acd , proporcional a la componente X del 
campo eléctrico y la función (%j ) que es el campo magnético según 3 y 
deben ser cont i nuas en 3 = 0 y en j = h (cond ic iones de contorno (2.8) y 
(2.9)). Empalmando estas funciones convenientemente con los desarrollos de 
Rayleigh ( 3 . 2 )  y (3.3) en 1: O y en j= k y procediendo de la misma mane- 
ra que para el empalme en el modo P se obtienen las siguientes relaciones, 
De acuerdo con es te  formal ismo l o s  campos en e1 modo S quedan 
completamente determinados cuando se resue lve  e l  s istema de ecuaciones d i f e -  
r e n c i a l e s  de pr imer  orden formado por  l a s  ecuaciones (3.32)  y (3 .33)  con l a s  
condic iones de contorno (3.35) y ( 3 . 3 7 ) .  A l  t r unca r  l a s  s e r i e s  en , 
éstas c e c o n v i e r t e n e n  sumas f i n i t a s  con P - , Z f i + i  términos,  con l o c u a l  eT 
S i s  tema d  i fe renc  i a  1 t runcado t i e n e  ahora 2 P ecuac iones con 2 P func iones 
r-4 .-' 
i n cógn i t as :  $,, , . fN)*.*> . E l  t r a tam ien to  numérico de l a s  cond i -  
c iones de con to rno  en ambos extremos de l  i n t e r v a l o  de i n teg rac ión  se r e a l i z a  
según l o  bosquejado para e l  modo E // y puede consul  t a r s e  en e l  Apéndice de 
e s t e  t r a b a j o .  
D i f i c u l t a d e s  encontradas a l  emplear l os  métodos presentados en 
Una cond i c i ón  necesar ia  para poder implementar computacionalmente 
l o s  métodos d i f e r e n c i a l e s  es que l as  magnitudes f í s i c a s  invo lucradas es tén  
su f i c ien temente  b i e n  desc r i p tas  po r  r e l a t i vamen te  pocos términos de sus desa- 
r r o l l o s  en s e r i e  ya que l o s  requer imientos de memoria, t iempo de c á l c u l o  y de 
p r e c i s i ó n  aumentan cuando d ichos d e s a r r o l l o s  convergen lentamente. 
Cuando e l  campo e l é c t r i c o  de l a  onda i n c i d e n t e  es p a r a l e l o  a  l os  
surcos de l a  red, e l  método d e s c r i t o  en 1 1 1 . 1  da resu l tados  co inc iden tes  con 
l a  exper ienc ia  y con e l  método i n t e g r a l  cuando l a  red estud iada es d i e l é c t r i -  
ca o metá l i ca  con un v a l o r  no muy a l t o  de 1 . Para l as  redes me tá l i cas  
usadas en l a  zona d e l  espec t ro  correspondiente a r a d i a c i ó n  v i s i b l e  e  i n f r a - S  
r r o j a  aparecen s e r i a s  d i f i c u l t a d e s  numéricas re lac ionadas con e l  a l t o  v a l o r  

de la conductividad en esta zona. Estas dificultades se ejemplifican en la 
Tabla 1I I .1  donde se muestran resultados obtenidos empleando un código FORTRAN 
1 lamado D E C A  real izado para este trabajo y basado en el formal ismo I 1 1  . l .  En 
dicha Tabla se han .transcripto las eficíencias de una red de perfil cicloidal 
con una relación profundidad-período h/d =.2 .  calculadas para distintos valores 
del níirnera de términos P= 2dt  1 ut i 1 izado para evaluar las series y en los 
casos en que 1 a red es de oro y de al u~:iin io. Para estos riieta les cuando % = 55Omm, 
lar, constantes dieléctricas calculadas usando l.as tablas de índices de refrac- 
[53 1 ción compiladas por Hass son EA(,= -5.28 + j- $."S y tAI :-15.2l  t i9 .82 . 
El ángulo de incidencia es 8 1 20° , la relación longitud de onda-período es 
x/d=.5 y K3 indica en cuántas partes se dividió el intervalo @,h] para 
integrar el sistema diferencial. El tiempo de ejecución aproximado en un sis- 
tema 1BM 4331 bajo D$C se da en minutos. 
La convergencia de los resultados mostrados, muy buena en el caso 
del oro, no se observa para la red de aluminio para la cual tampoco se satis- 
face el principio de conservación de la energía. Esto se debe a que a medida 
que se consideran valores mayores de 1 E ( es necesario retener más y más tér- 
minos de la serie usada para describir a la función discon~inua O( (%,y) 
cuyas d iscon t inu idades crecen con 1 E 1 . 
La no convergencia del método en altas conduc~t'ividades ha sido men- 
cionada por varios autores [391'1481'[501 y es común a ;(has polarizaciones. 
Sin embargo aún en la zona de conductividades bajas pueden aparecer dificul- 
tades asociadas con grandes va lores de h/d t54 1 
En Referencia 1391, P. Vincent asegura que aunque el método diferen- 
cial para H// parece menos atractivo que el para E// , se han obtenido bue- 
nos resultados para una red usada en el visible con entre 3 y 5 órdenes difrac- 
tados y una relación h/d : . O?. Mediante dos programas FORTRAN uno 1 1  amado 
DHCA basado en el método de la sección 111.2 y otro llamado T N C R C  basado en 
iJ vi O 
t a l  m - 
E u a  
-- E 
m L a l  
O '7 
- !a) al 
E 
l a l e ,  
m L U  
u m  C 
.- a O U 7  
k - M  
. - m 3  
- aj a 
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m  
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FIGURA 3.2 : E f i c i e n c i a s  en f u n c i ó n  d e l  ángulo  de i n c i d e n c i a  para una red  
c i c l o i d a l  con h/d = -07,  7i/d = .S y E- = - 8 . 3 7 + i  1 . 1 6 .  Ordenes 1 , 0  y -3 ,  
modo S .  Curva con t ínua :  formal ismo r i gu roso ;  Circulas: método d i f e r e n c i a l  de 
Nev i e re .  





e l  método r i g u r o s o  presentado en e l  Cap í t u l o  I V ,  se han ob ten ido  l a s  e f i c i e n -  
c i a ~  en func ión  d e l  ángulo de i nc i denc ia  para una red  con p e r f i l  c i c l o i d a l  
(F igura  3.1) con h/d : .07, h/d  = .5 ( cua t ro  órdenes d i f  ractados)  y constan- 
t e  d i e l e c t r i c a  -8.37 + i 1.16 ( o r o  en ?t = 600 nm según Ref.  [ 5 3 ] ) .  Los 
resu l tados  obten idos usando ambos códigos se muestran en l a s  F iguras  3.2 y 3.3 
Puede verse que para es ta  r e l a c i ó n  profundidad-per iodo l a  concordancia es ex- 
ce len te ,  ambas t e o r i a s  dan curvas muy S imí 1 ares aún en l a  zona cercana a @ =30.@ 
donde se produce un pronunciado p i c o  de absorc ión  en e l  orden cero  debido a l a  
resonancia de ondas s u p e r f i c í a l e s .  
La concordancia mencionada no se observa cuando se es tud ian  redes 
con surcos más profundos. En l a s  F iguras  3.4, 3.5, 3.6 y 3 . 7  se r e p i t e  l a  com- 
parac ión  cambiando solamente l a  r e l a c i ó n  h/d que ahora v a l e  .2. Puede verse  
que aunque l as  dos t e o r i a s  comparadas conservan c u a l i t a t i v a m e n t e  un c i e r t o  pa- 
r ec i do ,  l as  e f i c i e n c i a s  ca lcu ladas d i f i e r e n  bas tan te  en todos l o s  ángulos de 
i n c i d e n c i a  considerados. 
Esto se debe a que e l  formal ismo de ~ e v i e r e  presentado en l a  secc ión 
111.2 y considerado has ta  ahora r igu roso ,  es s o l o  una aproximación v á l i d a  para 
redes con surcos muy poco profundos como se demostrará en l a  s i g u i e n t e  sección. 
Aproximación invo lucrada en e l  método d i f e r e n c i a l  para, N// 
Para que 1a . i n teg rac ión  numérica sea pos ib l e ,  l o s  métodos d i f e r e n -  
c i a l e s  requ ie ren  una ecuación de propagación en l a  que todas l a s  der i vac iones  
con respecto a sean hechas sobre cant idades cont inuas en e l  i n t e r v a l o  de 
i n t e g r a c i ó n  [ 0 , h ]  . Así  sucede en e l  caso de p o l a r i z a c i ó n  P pues debido a 
A 
l a s  condic iones de con to rno  (2.18) y (2.19) t a n t o  l a  componente a de l  campo 
e l é c t r i c o  como su der i vada  en l a  d i r e c c i ó n  normal son magnit.udes con t inuas  en 
l a  s u p e r f i c i e  de l a  red (y por  ende en todo e l  i n t e r v a l o  de i n teg rac ión ) .  En 
cambio en l a  ecuación de propagación (3.28) para e l  modo 5 , aparece l a  de- 
CY 
r i vada  con respec to  a de l a  f unc ión  d e f i n i d a  en (3.29) f (2,~);' 2 
d. a% 
Aunque a ( ( % > ] )  es d i scon t i nua  en l a  s u p e r f i c i e  de l a  red  l a s  condic iones de 
contorno para e s t e  modo ex igen  l a  con t i nu idad  d e - 4  * y de $ ( x ! ~ )  
~ ( X , Y I  3% 
a t r avés  de es ta  s u p e r f i c i e ,  es d e c i r :  
Ir h 
donde M= M X X  + m  i6i e s e 1  versor  normal a la s u p e r f i c i e d e  l a  r e d q u e  
apunta hac ia  l a  regir% 1. 
La cond ic ión  (3.38) imp l i ca  que l a  der ivada de $ ('Ki3 ) en l a  d i -  
r ecc ión  tangencia1 a l a  curva v=% ( X ) ,  también debe se r  con t inua  a t ravés  de 
l a  . s u p e r f i c i e  de l a  red. Dejando de lado l a  dependencia en X de l a s  f unc io -  
nes y recordando que se evalúan en l a  s u p e r f i c i e  de l a  red podemos e s c r i b i r  
l a s  s i g u i e n t e s  iguaidades, consecuencias de (3.38) y (3.39) : 
Resolviendo e l  s istema (3.40) (3.41) para obtenemos: 
a! 
La igua ldad  (3.42) nos muestra que l a  con t i nu i dad  de l a  f unc i ón  s 
se t r a d u c i r í a  usando l a  misma no tac i ón  de (3.42) en: 
r e s u l t a  e s t r i c t a m e n t e  v á l i d a  s o l o  en e l  caso en q u e f i x = O  para todo  X , l o  
que es impos ib le  s i  e x i s t e  modulación de l a  s u p e r f i c i e .  S in  embargo pod r í a  
cons idera rse  (3.43) como una aproximación v á l i d a  para s u p e r f i c i e s  poco modula- 
das. es d e c i r  aque l l as  pa ra  l as  que v a l e  la  r e l a c i 6 n  ] m x /  C C [ ~ % \  . Este he- 
cho e x p l i c a  las  d isc repanc ias  señaladas en l a  secc ión  a n t e r i o r  e n t r e  l a  t e o r í a  
de ~ e v i e r e  y e l  formal ismo r i g u r o s o  empleados, cuando se cons ideran surcos ca- 
da vez más profundos pues aunque l a s  ecuaciones de Maxwell tomadas en e l  con- 
t e x t o  de l a  t e o r í a  de d i s t r i b u c i o n e s  deSchwart  ..J501, [ S 5 1  t i enen  en cuenta l a s  
condic iones de con to rno  en una d i s c o n t i n u i d a d  de l  medio, l o s  a l go r i tmos  de d i -  
f e renc ias  f i n i t a s  implementados en una computadora no pueden tener  en cuenta 
l o s  s a l t o s  de las  can t idades  a  i n t e g r a r ,  a  menos que d ichos s a l t o s  f ue ran  i n -  
t r oduc idos  de manera e x p l í c i t a  en e l  a l g o r i t m o .  
Va l i dez  de l o s  métodos d i f e r e n c i a l e s  presentados en I I  1.1 y 1 1  1.2 
Los resu l t ados  mostrados en l a  Tab!a 1 1 1 . 1 ,  ponen en ev i denc ia  l a  
i m p o s i b i l i d a d  de e s t u d i a r  mediante e l  método d í f e r e n c i a l  e l  comportamiento de 
l o s  campos d i f r a c t a d o s  po r  una red m e t á l i c a  de a l t a  conduc t i v i dad  como l o s  
usados comúnmente en Ópt ica.  Fuera de es ta  zona para e l  caso E// e l  método no 
parece tener  l i m i t a c i o n e s  t e ó r i c a s ;  P e t i t  í561 y o t r o s  au to res  137 1 l o  han com- 
parado con el método integral y han observado que los resultados que arroja 
en la zona de segura convergencia son adecuados, recomendando la aplicación 
de este metodo en el ultravioleta. 
El formal ismo diferencial para // en cambio, invol ucra una aproxi- 
mación válida para surcos poco profundos como fue demostrado en la secci6n 
1 1 1 . 4 ,  lo que sumado a las dificultades numericas asociadas con grandes vaio- 
res de 1 E 1 hace que este método sea adecuado solo en ciertas si iuaciones de 
interés particular y muestra e1 interés que tiene el desarrollo de un nuevo 
formalismo diferencial riguroso en ambas polarizaciones que sea capaz de tra- 
tar todo el rango de conductividades, en especial el que corresponde a oro , 
plata y aluminio en el visible y en el infrarrojo. 
C A P I T U L O  I V  
PRESENTAC I O N  DE UN NUEVO METODO D 1 FERENC I A L  RIGUROSO 
EN AMBAS F O M R I Z A C I O N E S  Y V A L I D O  
AUN PARA ALTAS CONDUCT I V  IDADES 
PRESENTACION DE UN PIUEVO FORMALISMO DIFERENCIAL RIGUROSO EN AMBAS 
POLARlZAClONES Y VALIDO AUN PARA ALTAS CONDUCTIVIDADES 
En e s t e  Cap í t u l o  se p resen ta  un nuevo formal ismo d i f e r e n c i a l  r i g u -  
roso para e l  problema de l a  red. Dicho formal ismo emplea una t rans fo rmac ión  
conforme para e l  semiespacio ocupado por e l  a i r e  y  una t rans fo rmac ión  no-con- 
forme que c o i n c i d e  con l a  a n t e r i o r  en l a  s u p e r f i c i e  de l a  red  para e l  semies- 
pac io  i n t e r i o r  de l a  red .  Como e j e m p l i f i c a c i ó n  de l a  t e o r í a  se es tud ian  d i s -  
t i n t a s  redes me tá l i cas  de p e r f i l  c i c l o i d a l  en ambos modos de p o l a r i z a c i ó n  y 
se compara con l o s  r esu l t ados  ob ten idos  empleando l o s  métodos d i f e r e n c i a l e s  
d e l  C a p i t u l o  a n t e r i o r  en a q u e l l a s  s i t uac i ones  en que és tos  dan resu l t ados  
con f i ab l es .  
Formulación de l  problema (resumen) 
La no tac i ón  es l a  de l a  F i gu ra  2.1, l a  i n c ó g n i t a  de nues t ro  p rob le -  
- i w t  
rna es 3 ( Y )  1 ) t a l  que f (r,] ) e  rep resen ta  e l  campo e l é c t r i c o  o  e l  
magnét ico t o t a l  según se t r a t e  de l  caso E// o H// . Llamaremos ft( f - )  a 
l a  f unc i ón  f ('E>$ ) cuando 7 > 3 (2 1 < 3 < \ ( Y -  ) ) .  Desde e l  punto de v i s t a  
matemático y  segGn l o  v i s t o  en e l  Cap í t u l o  I 1 ,  $ ( 2 ) debe s a t i s f a c e r  l a s  
condic iones (2.13); (2.14), (2.18) y  (2.19) que para mayor comodidad t r a n s c r i  
bimos a con t inuac ión :  
Tra tamien to  para l a  zona de l  a i r e  usando t ransformaciones c o n f o r ~ e 5  
Las condic iones de contorno (2 .18 )  (2.19) d i f i c u l t a n  un t r a tamíen to  
matemático d i r e c t o  de l  problema. Por es ta  razón parece ú t i l  hacer t ransforma- 
c iones  de l a s  coordenadas en forma t a l  que l a ' s u p e r f i c i e  de l a  red quede t r ans -  
formada en un p lano  l o  que posiblemente f a c i l i t a r í a  e l  manejo de l a s  cond i c i o -  
nes de contorno.  Estas transformaciones deberían ser  t a l e s  que no compliquen 
demasiado l a s  condic iones res tan tes  (2.13) y (2.14).  Dado e l  c a r á c t e r  bidimen- 
s i o n a l  d e l  problema considerado parece n a t u r a l  e s t u d i a r  un t i p o  de transforma- 
c i ó n  empleada en d i ve rsas  ramas de l a  f j s i ca -matemát ica  y acerca de l as  cuales 
se conocen muchas propiedades: l a s  t ransformaciones conformes. Las t ransforma-  
c iones conformes fueron  ap l  icadas a t  problema de l a  red por  ~ e v i e r e  y Cadi- 
1 l a c  t40 1-1431 quienes r e s o l v i e r o n  e l  caso de conduc t i v idad  i n f i n i t a  en forma 
r i gu rosa .  Para l a  zona de l  a i r e  1 ) % ( Y )  propondremos un t r a tam ien to  s i m i l a r  
a l  e fectuado por  es tos  autores.  Concideremoc l a s  v a r i a b l e s  complejas:  
y supongamos que e x i s t e  una t ransformación conforme que l l e v a  e l  p e r f i l  de l a  
red (en el plano a) a una linea recta (en el plano U ) Sea LC { U  ) la 
transformación buscada tal que si \I > O entonces 1 > 3 ( X  ) y si Y = O 
en toncec 8 -  8'"). 
La familia de transformaciones conformes definida por: 
(donde b, son constantes complejas a determinar en cada perfil  articular) 
tiene las propiedades de: 
i. conservar la pseudoperiod ic idad de los campos pues si S (x,! ) 
es pseudoper iód ica entonces : 
F (x+zn,Y) = f (X(X+ZI~,Y) ,! (xtzn, Y ))  = 
ii. conservar la condición de radiación debido a que en el límite 
Y-00 las transformaciones (4.3) tienden a la identidad : 
uzu , 
i i i .  transformar la ecuación de ondas (2.13.a) en la siguiente ecua- 
ción para los campos transformados: 
donde F ' ( X ~ Y )  E S'(% ( X , Y  ) ,  1 ( X , Y  ) ) .  Para demostrarlo debemos 
aplicar la regia de ta cadena a las derivadas primeras: 
y luego de volver a aplicarla a las derivadas segundas, reemplazar las expre- 
siones obtenidas en la ecuación (2.13.a), obteniendo la siguiente ecuación: 
donde todavía no se ha usado la conformidad del cambio de coordenadas. S i  la 
transformación es conforme, fJ es una función analítica de .U y por lo tanto 
satisface las condiciones de Cauchy-Riemman: 
Empleando (4.8) es fácil demostrar que: 
y reemplazando las expresiones (4.9) en (4.7) obtenemos ( 4  - 4 ) .  
Observando que M- tiende exponenc ialmen te a U cuando Y 4 0 o  , 
podemos introducir en el formal ismo un parámetro Yo ) 0 a determinar numéri- 
camente según la precis ión deseada, tal que S i 'f >, Yo entonces U= U . De 
esta forma, los campos en la zona Y &  \'(o pueden representarse med iante un 
desarrollo de Rayleigh del tipo (3.2) pues en esta zona el espacio transfor- 
mado es idéntícamente igual al espacio real. Este desarrollo de Rayleigh de- 
berá empalmarse convenientemente en y =  Yo con aquel las soluciones obteni- 
das resolviendo numéricamente la ecuación diferencial (4.4) en el intervalo 
o L Y  L Y* 
Tra tamien to  para  e l  i n t e r i o r  de l a  r ed  usando t ransformaciones no 
conformes 
En l a  zona l L % c r l  pod r ía  e fec tua rse  un t r a t a m i e n t o  s i m i l a r  a l  
de l a  secc ión  IV.2, pero  en genera l  e s t o  imp l i ca  l a  búsqueda de una nueva 
t ransformac i ón  conforme para  7 5 3  (Y-) desaprovechándose l a  i nformac ión  
con ten ida  en l o s  c o e f i c i e n t e s  b de (4 .3 ) .  Sólo en algunos cacos de p e r f  i- 
l e s  que pueden represen ta rse  por  una f unc ión  impar $ [ Y >  z--$i-%> , es 
p o s i b l e  usa r  l a  misma t rans fo rmac ión  conforme que !a empleada en l a  zona 
> $(Y-) , pero  dos puntos que en e l  espac io  r e a l  son vec inos,  uno a cada 
lado  de l a  s u p e r f i c i e ,  en e l  espac io  t ransformado pasan a ocupar pos i c i ones  
completamente d i s t a n t e s  l o  que d i f i c u l t a  e l  empalme de l as  so luc iones  en e l  
espac ¡ o  t ransformado. 
A p a r t i r  de l a  t rans fo rmac ión  ( 4 . 3 )  puede encon t ra rse  o t r a  que t i e n -  
da l a  i d e n t i d a d  cuando 4 -  ; que t ransforme 7 1 1  ( r  ) en ' f = O y  l a  
zona y ¿ $ ( % )  en Y < O  ; y t a l  que a puntos próximos a ambos lados de l a  
s u p e r f i c i e  de l a  r ed  l e s  corresponden puntos próximos en e l  p lano  transformado. 
Esta t rans fo rmac ión ,  d e f i n i d a  po r :  
v á l  ida para Y < O , no es conforme pues en (4.10) aparece e l  conjugado 
de l a  v a r i a b l e  compleja U y s i  
d e f i n e  una t rans fo rmac ión  e n t r e  l o s  planos complejos V y U para que 
sea conforme debe cumpl i r se  que i 7 4 1 .  
Este hecho hace que la ecuación de propagación (2.13.b) no mantenga el aspec- 
to de una ecuación de Helmholtz. Como veremos mas adelante, esto no complica 
demasiado el tratamiento numérico y tiene la ventaja de aprovechar la infor- 
mación contenida en los coeficientes b, ya determinados numérica o anal í- 
ticamente al tratar la zona del aire y de facilitar el empalme de las solucio- 
nes en la superficie de la red. 
Además, resulta sencillo verificar que la transformación propuesta 
conserva la  pseudoperiodicidad y la condición de ondas salientes de los campos 
transformados y s i  suponemos como en i a sección anterior, que = U cuando 
Y 3 - Yo , podemos representar los campos en 1 a zona Y 6 - Yo med i an te un 
desarrollo de Rayleigh del tipo ( 3 . 3 ) ,  el que deberemos empalmar en Y='Yo 
con aquellas soluciones obtenidas resolviendo numéricamente la ecuación de 
propagación en el plano transformado para la zona -YO h: y 4; O . Dicha 
2 
ecuación, que se obtiene reemplazando en (4.7)  k pcr ékZ  y ~ ' ~ o r  F-es: 
-4" 
donde el operador B involucra derivadas con respecto a las variables sin 
transformar 1L e 3 . C m o  ¡a transformación (4.10) da r e en función 
de e 'f , es conveniente considerar (4.10) como un sistema de funciones 
implícitas. Sean 34 y las dos relaciones funcionales deducibles de 
(4.10) separando parte real e imaginaria y que relacionan las cuatro varia- 
b l e s  % 3 , X , Y en l a  forma: 
Las va r  iab 1 es transformadas podrán despejarse de ( 4 . 1 2 )  en 1 a forma : 
siempre que e l  jacobiano de l a  t ransformación cumpla: 
Los teoremas acerca de sistemas de func iones i m p l í c i t a s  1571 permi ten c a l c u l a r  
exp l í c i t amen te  l a s  der ivadas p a r c i a l e s  que aparecen en (4.11) siempre que se 
de l a  cond i c i ón  (4.14). 
Como hemos v i s t o ,  l a  ecuación de propagación en e l  p lano  t r a n s f o r -  
mado es l a  (4.11). Para algunas ap l i cac iones  numéricas es conveniente tener  
a2 F una ecuación con e l  c o e f i c i e n t e  de - i gua l  a  l a  unidad por l o  que en 
3 Y L  
es tos  casos usaremos l a  ecuación de propagación en l a  forma: 
donde A ,  B , C. , k y Y son l as  s i g u i e n t e s  func iones de X e '1 
Empalme de l as  so luc iones  en l a  s u o e r f i c i e  de l a  r e d  
Veamos como se t ransforman l a s  condic iones de con to rno  (2.18) y 
(2.19) an te  l a  t rans fo rmac ión  d e l  p lano  X , según ( 4 . 3 )  cuando 1 >/ ~ ( r )  
y según (4.10) cuando y 6 %<%) 
La con t i nu i dad  de l o s  campos (2.18) se t raduce  en l a  con t i nu i dad  de 
l o s  campos transformados a  l o  l a r g o  de Y = O : 
Para t rans fo rmar  l a  cond i c i ón  de con to rno  (2.19) debemos e s t u d i a r  
cómo se t rans fo rma l a  der i vada  normal b a j o  l a s  dos t ransformaciones.  Teniendo 
en cuenta l a  d e f i n i c i ó n  de der i vada  normal :  
A 
que el versor normal m se puede escribir como: 
y transformando !as componentes del gradiente que aparece en (4.18) según lo 
obtenido al aplicar la regla de la cadena (ecuaciones (4.5) y (4.6)) se obtíe- 
ne que bajo la transformación conforme, (4 .18)  se transforma en: 
y que para la transformdción no conforme: 
donde se han definido lac funciones G ( X )  y H ( X  j como: 
Con estos resultados podemos expresar la condición de contorno . 
(2.19) como una condición de empalme para las derivadas de las funciones trans- 
formadas en Y - O  : 
Nuestro problema original se reduce ahora a resolver la ecuación 
diferencial (4.4) en el intervalo l o , Y o ]  y la ecuación diferencial (4.15) 
en el intervalo [-YO, o ]  . La solución de (4.4) debe empalmarse en Y r  Yo 
con un desarrollo de Rayleigh que represente la onda plana incidente más 10s 
campos di fractados; 1 a solución de (4.15) debe ernpa lmarse en Y; -Yo con 
otro desarrollo de Rayleigh que represente los órdenes transmitidos, y ambas 
soluciones deben empalmarse en Y=  O según 1 as. condiciones de contorno (4.17) 
y (4,241- 
Resolución usando un metodo diferencial 
Según lo discurido en las secciones anteriores el campo total fuera 
del intervalo 0 'f (al que 1 lamaremos zona modulada! puede represen- 
tarse mediante desarrollos de Rayleigh: 
Veremos ahora cono r e s o l v e r  mediante un método d i f e r e n c i a l ,  l o s  
campos en l a  zona modulada. 
Reducci6n a  s istemas de ecuaci'ones d i f e r e n c i a l e s  o r d i n a r i a s  
En 1 a  zona O!= Y 5 Yo 1 a pseudoper i o d  i c i  dad de 1 os campos perm i- 
t e  e s c r i b i r :  
La p e r i o d i c i d a d  en X de l a  t rans fo rmac ión  ( 4 . 3 )  nos pe rm i t e  es- 
c r i b i r  e l  s i g u i e n t e  d e s a r r o l l o  de F o u r i e r  para e l  módulo a l  cuadrado de su 
jacob  iano: 
Introduciendo los desarrollos (4.27) y (4.28) en la ecuación de pro- 
pagacion (4.4) y usando la ortagonal idad de las funciones de Rayleigh e ¿*a,x 
en el intervalo [O ~ f l ]  obtenemos un sistema de ecuac iones diferenc ia1.e~ 
acopladas cuyas sol uc iones son 1 as f u m  iones FL ) : 
t 
Los elementos de matriz Vmm son: 
r n m ~  es la delta de Krtlneker. 
Para obtener un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias a 
partir de la ecuación (4.15) usaremos primero el hecho de que la transfornia- 
ción no conforme conserva la pseudoperiodicidad de los campos transformados, 
lo que permite escribir el siguiente desarrollo en la zona -Y, 4 Y 5  O : 
Los coeficientes de la ecuación (4.15) A, B, C, E y K definidos en 
(4.16) son funciones periódicas en X de período igual al de la red ( 2 f l  1; 
sean A, ( Y  1, B,(Y 1, C m ( Y  1, E, ( Y )  Y Km (Y) 10s coeficientes 
de los desarrollos de Fourier de A, B, C, E y K usando la base exponencial 
e i ~ X  
. introduciendo estos desarrol los y (4.32) en la ecuación de propa- 
gac ión (4.15) obtenemos : 
- 
Los elementos de matriz V,, y Wmm están dados por: 
t - 
Para empalmar las funciones f, y FnL proyectemos las ccrrndiciones 
de contorno (4.17) y (4.24) en Fa base [ , i%x\  " 1 con lo cual obte- 
r*1=-w 
nemos : 
dF;@) = ,, ) [ i*G m-m F- m (07 +. H m-m. 
dY d Y  
donde Gm y Um son los coeficientes de;l desarrol lo de Fourier de las funcio- 
nes C ( %  ) y H ( X )  definidas en (4.22) y (4.23): 
Empalme de las soluciones en Y = ' Y o  
La continuidad de los campos electromagnéticos en Y= Yo e Y'-Yo 
impl ica la continuidad de F y de su derivada con respecto a Y a través de 
estas superficies. Proyectando l as  condiciones en Yo sobre la base de 
funciones de Rayleigh obtenemos: 
Proyectando l a s  condíciones en Y=-Yo cobre la misma base resulta: 
Eliminando R, de (4.40)-(4.41) y f, de (4.42)-(4.43) quedan las siguien- 
tes condiciones para las funciones en ambos extremos del intervalo de 
integración [ -Yo ,Y , ]  : 
Una vez integradas las ecuaciones diferenciales (4.30) y ( 4 . 3 3 )  con 
las condiciones de contorno (4.44) y (4.45) y con las empalmes ( 4 . 3 6 )  y (4.37) 
podentos calcular los canipos en todo el espacio ya que las ampl itudes incógni- 
tas R, y se obtienen desp&jando de (4.40) y (4.42): 
I V . 5 . 4  ResolucFón numérica truncando las series 
-
S i  admitimos que son suficientes 2 N f f  términos de los desarro- 
llos (4.25) y (4.26) para describir a F ( X s Y el problema inicial se 
reduce a calcular 2N+1 funciones F, ( Y  ) ,  - N L m k  N , definidas en e >  
intervalo [ - Y o  , Yo 1 , las cuales son solución del siguiente sistema 
truncado, que reescribiremos empleando notación matricial: 
t v t ,  v- y w  son las matrices de elementos Vmon , 
-r 
v-  y W fn m MmL 
dados por (4.31), (4.34) y (4.35) y 3 es un vector columna cuyos elementos 
son 1 as func iones incógni tas E M , . . . , Fo , . . . , FM . El compor tamienfo de 
3 
Z(Y ) solución de (4.40), (4.49) con las condiciones de contorno (4.44) y 
(4.45) en cada extremo del intervalo y con los empalmes (4.36) y (4.37), que- 
N 
da completamente determinado si se conoce una base 1 Tm (Y) 1 forma- 
mz-N 
da por 2tdt 1 coluc iones independientes del S istema (4.45), (4.36), (4.37) 
4 
(4.48) y (4.49). La independencia de las soluciones Fm ( Y  ) queda asegurada 
- 
el ig iendo 2 1 vectores independ ienres gm ( -Y, ) (por ejemplo los vec- 
tores de la base canónica). Para cada uno de estos vectores, (4.45) da el vec- 
- 1  
tor derivado <( -Yb ) con lo cual se puede iniciar la integración del sis- 
tema (4.48) (de segundo orden). Dicha integración permite obtener los vectores 
4 
-* 
zfi((0-) y Frn' ( o - )  y (4.36) y (4.37) dan a partir de estos valores 
* 
- ! y* ( O') y rm ( 0'1, los cuales permiten iniciar la integración numérica 
* 1 del sistema (4 .49)  obteniéndose Fm (YO ) y Fm ( '10)  Y conociendo así el 
comportamiento de cada vector de la base en todo el intervalo [ -Yo ,  Yo ] . 
Conservación de la energía 
Se demostrará e n  esta sección una curiosa propiedad de los campos 
obtenidos resolviendo el s istema d iferenc ¡al truncado (4.48,  4.49) ; ve.remos 
que dichos campos satisfacen automáticamente el principio de conservación de 
la energía cualqu ¡era sea el número 2.N t 1 de términos empleado para aproxí- 
mar las series y aún cuando este número sea menor que el número total de órde- 
nes reales difractados, 
Consideremos el wronskiano del sistema de funciones F, ( Y  ) , 
1 m I c N  - 
que también podemos escribir de la siguiente manera 
W(Y) tiene las siguientes propiedades. 
W es constante para Y >, O 
N 
; en efecto, calculando su derivada: 
y usando la ecuación diferencial que satisfa-cen los F, ( Y  ) en es- 
ta zona: 
obtenemos : 
lntercambiando los indices mudos m y m  en el segundo término de 
la sumator ¡a, la expresión, anterior queda: 
- 
Los coeficientes definidos en (4.29) satisfacen que am= -m 
pues son los coeficientes del desarrollo de Fourier de una función 
real ; entonces a partir de (4.31) es fáci 1 ver que: 
lo que implica que: 
es decir que: 
donde r es la fracción de la potencia incidente en valor med ¡o tem- 
poral que penetra hacia el interior de la red en la superficie corres- 
pondiente a un período (ver ec. (2.36)). Para demostrar esta igualdad 
calculemas el valor medio temporal de la potencia absorbida en la su- 
perficie de la red por unidad de área que viene dada por la parte 
real del flujo del vectcr de Poynting complejo 1581. 
* + A  
Suponiendo polarización P , E = f  a , usando la expresión rnatemá- 
tica de la ley de Faraday y una conocida identidad vectorial obtene- 
mos H : 
reemplazando (4.56) en (4.55) y desarrrol lando el triple producto 
vector ¡al : 
h 
Como el gradiente de 4 no tiene componente según 3 , la potencia 
absorbida es: 
La potencia absorbida en t!n período se obtiene integrando (4.57) so- 
bre un elemento de arcodede la curva y = $(w) o lo que es lo mismo, 
J 
dada l a  conformidad de l a  t rans fo rmac ión  empleada en l a  zona cons i -  
derada : 
E l  mismo r e s u l t a d o  se o b t i e n e  para cuando se cons idera  e1 
o t r o  modo de p o l a r i z a c i ó n .  Para una onda p lana  l i nea lmente  p o l a r i z a -  
da según uno de l o s  modos fundamentales l a  po tenc ia  media i n c i d e n t e  
por  cada per íodo  va le :  
T se o b t i e n e  d i v i d i e n d o  miembro a  miembro l a s  igualdades (4.58) y 
(4.59):  
y comparando (4.60) con l a  expres ión que se o b t i e n e  cuando se evalGa 
(4.51) en Y= O queda demostrada l a  igualdad (4.54). 
i i i . 
donde 
t 
Paia demostrar (4.61) observemos que l as  func iones (Y) deben 
a j u s t a r s e  a l  d e s a r r o l l o  de Rayle igh (4.25) cuando y-'& por  l o  
cua 1 : 
Reemp 1 azando en (4.50) : 
Aque l los  t6rminos de l a  cumator ia para l o s  cuales (Pmi' es un núme- 
r o  imag i n a r  ¡o puro (órdenes evanescentes) , dan una c o n t r i b u c i ó n  nu la  
en (4.63) pues: 
po r  es ta  razón: 
con l o  que se demuestra ( 4 .61  ) . 
Debido a  (4.63) ~ o d e n o s  i g u a l a r  l as  expresiones de ?EJ ( O  ) y de 
~ ( ' ( 4  02) obteniendo 1 uego de pocos pasos a l ~ e b r a  icos que: 
La igua ldad (4.64)  i n d i c a  que l os  campos e lect romagnét icos obten idos 
con e l  nuevo formal ismo propuesto en e s t e  CapÍ tu lo ,  v e r i f i c a n  e l  c r i t e r i o  de 
conservac ión de l a  energía cua lqu ie ra  sea e l  número de c o e f i c i e n t e s  de F o u r i e r  
u t i l i z a d o s  para d e s c r i b i r l o s  y aún cuando e s t e  número Sea i n f e r i o r  a l  número 
de órdenes rea les  d i f r ac tados .  Esta cu r i osa  prop iedad matemática nos l l e v a  a  
desca r ta r  l a  u t i l i z a c i ó n  d e l  p r i n c i p i o  de conservación de l a  energía como c r i -  
t e r i o  independiente para determinar  e l  c a r á c t e r  f í s i c o  de l os  resu l tados  numé- 
r i c o s  obtenidos.  Sin embargo (4.64) r e s u l t a  ú t i l  en l a  etapa de puesta a  punto 
de l o s  códigos computacionales, para de tec ta r  e r r o r e s  de programación 
Ejempl i f i c a c i ó n  de l a  t e o r í a  para red c i c l o i d a l  
Para ejempl i f  i car  e l  nuevo método d i f e r e n c i a l  propuesto se t r a t a r á  
en es ta  secc ión e )  caso en que e l  p e r f i l  de l a  red es tá  dado por  l a s  s i gu ien -  
t es  ecuaciones paramétr icas:  
cuando e l  parámetro r e c o r r e  e l  i n t e r v a l o  LO, 2n] , X toma va lo res  compren- 
d idos e n t r e  0 y ZTT e 2 e n t r e - a y a  . La f unc i6n  j ; 1 (r) es entonces 
p e r i ó d i c a  con per íodo  2 n  y h=2a es l a  profundidad de l os  surcos de l a  
red; l a  curva (4.65) r e c i b e  e l  nombre de c i c l o i d e  reduc ida cuando h ~ 2  , cuan- 
do h = 2  es una c i c l o i d e  y  cuando h > %  (4.65) de ja  de d e s c r i b i r  un p o s i b l e  
p e r f i  1 para  todo  v a l o r  de X pues a d i s t i n t o s  va lo res  de l  parámetro l e  co- 
rresponde e l  mismo pa r  ( x ,  3 ) (ve r  F igu ra  3.1 ) .  
Dada l a  ecuación paramétr ica de una curva, l a  t ransformación con fo r -  
me que l a  l l e v a  a l  p lano  Y=O se h a l l a  reemplazando e l  p a r á m e t r o x  por  
l a  v a r i a b l e  compleja U = X f + i Y  : 
entonces l a  t rans fo rmac ión  conforme es: 
y l a  t rans fo rmac ión  no conforme es: 
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Separando parte real e imaginaria en (4.66) y ( 4 . 6 7 ) :  
En la Figura 4.1 se muestran las curvas de nivel Y= de para las 
transformaciones (4.68) y (4.631, pudiéndose ver como disminuye 1 a modul ac ion 
del espacio a medida que aumenta la distancia a la superficie de la red. 
El perfil cicloidal resulta muyadecuado para ejemplificar la teo- 
ría de transformación conforme más no conforme pues. en este caso los desarro- 
llos en serie (4.3) y (4.10) tienen solo el primer término de la serie distin- 
to de cero. Dicho perfil fue estudiado por primera vez por ~eviere i41 1 a 1 
resolver en forma rigurosa el problema de una red con conductividad infinita y 
puede considerarse como una muy buena aproximación del perfil de ciertas redes 
holográf icas E591 
Para nuestro ejemplo conviene tratar la ecuación de propagación vá- 
1 ida en la zona 4 bajo la forma ( 4 .11 ) ;  esto hace que en la ecuación 
<J C 
(4.15)  1 a derivada parcial segunda con respecto a Y esté mul t ipl icada por 
un coeficiente D(xIY)= lVy[2y tiene la ventaja de que permite ha1 lar 
las transformadas de Fourier & ( Y ) ,  8, ( Y ) ,  C,(Y), I ) m ( ~ ) , E p , ( \ l )  
km (Y) ana 1 ít i camente : 
Las transformadas de Fourier de las funciones ( X )  y H ( X  ) 
tambien se hallan analTticamente: 
- Lo- 6, - -- 4-04 2 ( - L,-t ) 
El hecho de incluir el coeficiente ( ) ( , Y )  hace que el vector 
columna de derivadas segundas que aparece a la izquierda en la ecuación de 
propagación proyectada (4.48) quede multiplicado por una matriz tridiagonai 
M ( Y ) de elementos M,* = 3 ( Y ) ; M debe invert i rse en cada paso m-m\ 
de la integración numérica de (4.48) pero esto no aumenta apreciablemente el 
tiempo de cómputo debido a que además de ser tridiagonal es simétrica y 
tiene iguales entre sí los elementos de cada diagonal (ec. (4.70.d)). Para 
resolver (4.48) se ha utilizado el mgtodo predictor-corrector de Adam-Moulton 
(ver Apénd i ce) . 
El sistema (4.49) no involucra derivadas primeras por lo cual con- 
viene hacer la integración numérica utilizando el poderoso algoritmo de Nou- 
merov. Los elementos CLm(Y) que aparecen en la definición de vt también 
pueden hallarse analíticamente para la transformación (4 .66 ) :  
t 
por lo cual la matriz adopta una forma particularmente sencilla. 
Resul tados obten idos 
En esta sección se presentan los resultados obtenidos empleando tres 
programas Fortran que realizan el cálculo numérico de los campos difractados 
por una red de difracción según: la teoría de transformación conforme más no 
conforme (TNCRC), el método diferencial usual caso E // (DECA) y el método 
diferencial usual, caso H l [  (DHCA). 
En todos los ejemplos presentados, las constantes dieléctricas de 
las redes cicloidales consideradas, han sido calculadas a partir de las tablas 
de índices de refracción en función de la longitud de onda, compiladas por 
Hass [ 5 3 1 ,  La relación entre la longitud de onda d e  la luz incidente y el pe- 
ríodo de la red es .5 en todas tos cálculos. El número de órdenes difractados 
2Nf1  , el ancho de la zona modulada (Yo ) y el paso de integración se han 
elegido estudiando la convergencia de los resultados. Para el programa TNCRC 
las experiencias numéricas han mostrado que tomando i \ l = Y  ( P= 9 ) ,  'I(o = 21Tc 
y dividiendo el intervalo de integración en 160 partes iguales, se obtiene 
l a  convergenc ia  de l a s  e f i c i e n c i a 5  con un e r r o r  menor a l  1% y que en todos 
l o s  casos se s a t i s f a c e n  l o s  c r i t e r i o s  de r e c i p r o c i d a d  y conservac ión de l a  
energ í a  . 
Comoaración con e l  rnEtodo d i f e r e n c i a l  Dara E fl 
Se han comparado l as  curvas de e f i c i e n c i a  y  de energ ía  t o t a l  r e f l e -  
j ada  en f u n c i ó n  de l  ángulo  de i n c i d e n c i a  @ , obten idas con TNCRC y con DECA 
para  una r e l a c i ó n  p ro fund idad-per íodo  i gua l  a  . 2  y para l os  s i g u i e n t e s  va l o res  
de p e r m i t i v i d a d  E : 
i. e - 5.28 + L 1.48 que corresponde a o r o  en = 550 nm 
( ~ i ~ u r a s  4.2 y  4.3) 
ii. E =  - 8.37 + 1.16 que corresponde a o r o  en Ih = 600 nm 
( ~ i ~ u r a s  4.4 y 4.5)  
Podemos observar  que l a  co i nc i denc ia  e n t r e  ambas t e o r í a s  r e s u l t a  
exce len te  para e s t e  modo de p o l a r i z a c i ó n .  Para va lo res  más grandes 
de no se puede r e a l i z a r  l a  comparación debido a l a s  d i f i c u l t a -  
des mencionadas en e l  C a p í t u l o  I I I .  
Iv .8 .2  C o m p a r a c i ó n c o n e l  m é t o d o d i f e r e n c i a l  pa ra  H// 
De acuerdo con l o  d i s c u t i d o  en el Cap í t u l o  I I I ,  e l  método d i f e r e n -  
c i a l  para e s t e  modo, r e s u l t a  v á l  i d o  s o l o  para redes con surcos poco profundos 
Como vimos en d i cho  Capí tu lo ,  l a  co i nc i denc ia  de ambas t e o r í a s  en e s t a  zona 
es muy buena, dejando de s e r l o  cuando l a  p ro fund idadde  l a  r e d  cons iderada 
aumenta ( ve r  curvas 3.2-3.7). 
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F I G U R A  4.4 : Comparación entre las curvas de eficiencia modo E//, en función 
del ángulo de incidencia para una red cicloidal con hld = .2, %'d. = . 5  y 
E. = -8 .37+ i 1.16. La curva continua fue obtenida usando el método de 
Cerutti-Maori. 10s círculos indican 10s valores obtenidos empleando el nuevo 

Iv .8.3 A p l i c a c i ó n  de l  método para metales de muy a l t a  conduc t i v idad  
En l a  zona de l  espec t ro  e lec t romagnét i co  correspondiente a  rad ia -  
c i ó n  v i s i b l e  e  i n f r a r r o j a ,  e l  í n d i c e  de r e f r a c c i ó n  de l o s  metales comúnmente 
usados como r e f l e c t o r e s  aumenta con %, , S iendo 1  a  d i s t a n c i a  de penet rac ión  
de l os  campos den t ro  de l  metal  menor que .O1 veces l a  l o n g i t u d  de onda en e l  
vac ío  de l a  r a d i a c i ó n  i nc i den te .  De es ta  forma l o s  campos crecen muy ráp ida-  
mente desde Y=-Yo has ta  Y = Y a  , l o  que impone un 1 ím i  t e  de a p l  i c a b i  1 ¡dad de 
l a  t e o r í a  en a l t a s  conduct iv idades debido a l  rango l i m i t a d o  de l o s  números re -  
presentables en una computadora. S i n  embargo, se han ob ten ido  buenos r e s u l t a -  
t 
dos con l a  t e o r í a  aquí desa r ro l l ada  para c= - 109.74 + A 3.09, v a l o r  co- 
r respond ien te  a  p l a t a  en 1.47 y  muy l e j o s  de l  a lcance de l  método d i f e r e n -  
c i a l  usual .  En l a s  F iguras 4.6, 4.7, 4.8, 4.9, 4.10 y  4.11 se muestran l a s  
curvas obten idas para e s t e  v a l o r  de E , s iendo h/d = - 2 .  
Con una programación Fo r t r an  más cuidadosa pod r ía  l l e g a r s e  a va lo -  
res aún más a l  tos  de 1 ( . Otro  recurso  para c o r r e r  e s t e  1 í m i  t e  es modi f i c a r  
l a  t rans fo rmac ión  correspondiente a l  espac io i n f e r i o r  en l a  forma: 
donde d, es una constante r e a l  que pe rm i te  v a r i a r  e l  ancho de l a  zona modula- 
da para Y.0 . 
Val idez  Y a ~ l i c a b i l i d a d  de l  nuevo método d i f e r e n c i a l  
En l a  forma presentada, e l  método de t ransformación conforme más no 
conforme da resu l tados  r igu rosos  en ambos modos fundamentales de p o l a r i z a c i ó n  
y  para redes d i e l é c t r i c a s  o  me ta l i cas  usadas desde e l  u l t r a v i o l e t a  hasta e l  
i n f r a r r o j o  cercano, cubr iendo l a  impor tante zona de l o s  metales de i n t e r e s  en 
ó p t i c a  (a lumin io ,  p l a t a  y o r o ) .  
Esta t e o r í a  permi te  t r a t a r  cua lqu ie r  t i p o  de p e r f i l  conociendo l a  
t ransformación conforme de l a  forma (4.3) que 1 leva d i cho  p e r f  i 1 a una r e c t a .  
Para l o s  p e r f i l e s  eche le t t e ,  o cua lqu ie r  o t r o  que sea composición de l íneas  
rec tas  e s t e  es un problema muy conocido que se resue lve  u t i l i z a n d o  l a  t r ans -  
formación de Schwarz -Chr is to f fe l  
du dU a n a l í t i -  ' 4 3 1 ' [ 6 0 1  que permi te  h a l l a r  -
camente. S i  no se conoce l a  t ransformación conforme, es p o s i b l e  c a l c u l a r l a  
numéricamente; e s t e  i n te resan te  problema de matemática ap l i cada  ha a t r a í d o  
rec ientemente l a  a tenc ión  de inves t igadores  provenientes de d i s t i n t o s  campos 
(ver  por  ejemplo Referenc ia  [61 1 ) .  
Desde e l  punto de v i s t a  computacional, l a  t e o r í a  r e s u l t a  venta josa 
pues e l  t r a t a m i e n t o  s imul táneo de l o s  dos casos de p o l a r i z a c i ó n  permi te  aho r ra r  
un gran volumen de c á l c u l o  y en consecuencia d i s m i n u i r  tiempos de cómputo. 
La d i f i c u l t a d  re lac ionada con l a  pequeña penet rac ión  de l o s  campos 
en l o s  metales considerados más a l l á  de 2 p m  se puede so luc iona r  mediante 
una t rans fo rmac ión  de l  t i p o  (4.73).  S in  embargo e s t o  no es necesar io  pues co- 
mo veremos en e l  próximo Capí tu lo ,  e l  uso de una cond i c i ón  de contorno a p r o x i -  
mada permi te  obtener  excelentes resu l tados  s i m p l i f i c a n d o  enormemente e l  p ro -  
blema aquí t r a tado .  






CAPITULO b 
L A  IMPEDANCIA  CONSTANTE USADA EN E L  RANGO OPTICO 
PRESENTAC I O N  D E  UN FORMALISMO D I F E R E N C I A L  APROXIrlADO 
LA IMPEDANCIA USADA EN EL RANGO OPTICO: PRESENTAClON DE UN 
FORMALISMO DIFERENCIAL APROXIMADO 
Hemos v i s t o  en e l  C a p i t u l o  I t I  que l o s  métodos d i f e r e n c i a r e s  usa- 
dos hasta e l  presente poseen s e r i o s  problemas numér icos yelacionados con va- 
l o r e s  grandes de \ & ]  , s iendo incapaces de p r e d e ~ i r  e l  comportamiento de l o s  
campos d i f r a c t a d o s  por  l a s  redes me tá l i cas  usadas en e l  rango ó p t i c o  e i n f r a -  
r r o j o .  E l  nuevo método propuesto en e l  C a p í t u l o  I V  permi te  t r a t a r  d ichas r e -  
des hasta aproximadamente una l o n g i t u d  de onda de 2Fm ; más a l l á  de e s t e  va- 
l o r  aparecen problemas numéricos que se so luc ionan  modif icando l a  t ransforma-  
c i ó n  empleada para e l  semiespacio i n f e r i o r .  En e s t e  Cap í t u l o  veremos que es 
p o s i b l e  emplear una cond ic ión  de contorno aproximada que hace innecesar ia  es- 
t a  mod i f i cac ión  y que e v i t a  e l  c á l c u l o  de l os  campos den t ro  de l  meta l .  La 
a p l i c a c i ó n  de es ta  cond ic ión  de contorno a l  problema de l as  redes da o r i gen  
a un nuevo formal ismo d i f e r e n c i a l  aproximado cuya v a l i d e z  se es tud ia  mediante 
comparaciones con l a  t e o r í a  r igurosa. 
m 
Impedancia s u p e r f i c i a l  usada como con-dic ión de c.ontorno 
- 
Cons ideremos l a  s u p e r f i c i e  de separac ión e n t r e  un medio de constan- 
t e  d i e l é c t r i c a  compleja E = & R + ~ E L  y e1 vacío,  S i  l o s  campos electromag- 
-. -T 
n é t i c o s  en e l  e x t e r i o r  de l  medio son E y H , se sue le  d e f i n i r  como impe- 
dancia s u p e r f i c i a l  de l  metal  a l  número complejo = ZR £1 
t a l  que: 

h + 
donde M es un ve rso r  en l a  d i r e c c i ó n  de l a  normal e x t e r i o r  a l  medio y H// 
9 4 4 
y E// son l a s  componentes p a r a l e l a s  a  l a  s u p e r f i c i e  de l o s  vec to res  H y E 
evaluadas sobre d icha  s u p e r f i c i e .  
La impedancia a s í  d e f i n i d a  depende de l as  propiedades de l  medio y de 
l a  con f i gu rac ión  de l o s  campos, Para que r e s u l t e  una cond ic ión  de contorno 
ú t i l  es necesar io  que sea v á l i d o  aproximar l a  impedancia s u p e r f i c i a l  a  un va- 
l o r  cons tan te  independiente de l os  campos. Con e l  f i n  de determinar  las  p ro -  
piedades de l  medio que hacen v á l i d a  d i cha  aproximación analicemos e l  b i e n  co- 
noc ido  problema de l a  r e f l e x i ó n  de una onda p lana en una s u p e r f i c i e  me tá l i ca  
cuando e l  campo magnético de l a  onda i n c i d e n t e  v i b r a  en l a  d i r e c c i ó n  perpen- 
d i c u l a r  a l  p lano  de i nc i denc ia  con ampl i t u d  Ho . La amp l i t ud  Hr de l a  onda 
r e f l e j a d a  v i ene  dada por  l a  s i g u i e n t e  ecuacion de Fresnel :  
donde i Y i  = E': mR+imZ es e l  i n d i c e  de r e f r a c c i ó n  compl e j o  y 8 es e l  ángu- 
l o  de i n c i d e n c i a  (ver  F igura  5 . 1 ) .  
Los campos p a r a l e l o s  a  l a  s u p e r f i c i e  obten idos de l a s  ecuaciones de 
Maxwell son: 
La impedancia s u p e r f i c i a l  ca lcu lada  usando l a  d e f i n i c i ó n  (5.1) y l a s  expre- 
S iones de l o s  campos dadas por  (5.2) y (5.3) es : 
Para aque l los  medios ma te r i a l es  cuyas constantes óp t i cas  s a t i s f a -  
cen l a  r e l a c i ó n :  
es p o s i b l e  desprec ia r  sen2 Cj en (5.4) por  l o  cua l  l a  impedancia cuper f  i c i a l  
adopta l a  expres ión  aproximada: 
que no depende de l a  con f i gu rac ión  de campos e lect romagnét icos y c o i n c i d e  con 
-t 
1 a expres i ó n  dada por  L a n d a ~ ' ~ ~ ]  . Considerando l a  p o l a r i z a c i ó n  E perpend i cu -  
l a r  a l  p lano  de i n c i d e n c i a  se o b t i e n e  l a  misma aproximación (5.6) para . 
Resul ta  i n t e r e s a n t e  comprobar que e s t o  también es a s í  para l a s  ondas s u p e r f i -  
c i a l e s  guiadas que se pueden propagar a l o  l a r g o  de l a  i n t e r f a c e  e n t r e  dos 
medios en ausencia de onda inc iden te .  La impedancia s u p e r f i c i a l  obten ida r i -  
gurosamente usando l a s  ecuaciones de Maxwell y l a s  condic iones de con to rno  
para una s u e p e r f i c i e  p lana  es: 
por  l o  cual  s i  e l  medio es t a l  que ( m  ( b) 1. , es vá l  i d o  suponer que d icha  
impedancia s u p e r f i c i a l  v i ene  dada po r  l a  expres ión  aproximada (5 .6 ) .  
La ecuación (5.1) con constante puede usarse como condición de 
contorno; de esta forma es posible hallar los campos externos sin necesidad 
de considerar los campos en el interior del medio de constante 6 . E I  uso de 
la condición de contorno con impedancia superficial constante fue sugerido por 
primera vez por M.A. Leontovich y ha sido aplicado exitosamente en problemas 
de radiopropagación [461, í 4 7 1  donde se satisface muy bien la desigualdad (5.5). 
Apl icación en el rango óptico e infrarrojo 
Los metales comúnmente usados en la zona del espectro correspondien- 
te a radiación visible e infrarroja satisfacen con mayor o menor aproximación, 
la relación (5.5) como se muestra en la Figura 5.2 donde se ha graficado 1 
calculado a partir de las constantes ópticas dadas en las tablas compiladas 
por Hass [53 1 para oro, aluminio y plata. 
L.D. Landau afirma en Ref. [651 que el uso de (5.1) como condición 
de contorno deja de valer para frecuencias ópticas. Sin embargo de la Figura 
5.2 se ve que en el rango Óptico la condición de contorno t = c k .  sigue sien- 
do válida para algunos metales, justamente aquellos que resultan de interés 
para lograr buena reflectividad. 
En la Figura 5.; se muestra a título de ejemplo, la amplitud y fase 
de la onda reflejada en función del ángulo de incidencia para la plata, cal- 
culadas mediante la aproximación £= de. y la fórmula de Fresnel (5.2) en 
h= 400 nm ( m i  . 075 + * 1.93). A pesar que este valor de m es el más 
desfavorable en todo el rango visible podemos observar un buen acuerdo en am- 
plitud y fase. 
Estos hechos sugieren que la condición de impedancia superficiai 
constante es una buena aproximación para resolver ciertos problemas de con- 
torno en la zona del espectro visible infrarrojo, razón por la cual veremos 
FIGURA 5.2 : Comportamiento del módulo de la parte real de la permitividad f, en 
la zona del espectro visible e infrarrojo para aluminio, oro y plata. 
FIGURA 5.3 : Módulo y fase de l a  amplitud de la onda reflejada en función del 
de incidencia para una superficie plana y g en. el plano de inc.idencia, calcu 
- usando la aproximación de impedancia superficial constante y la fórmula de Fre 
La interfase es aire-plata en 7k= 400nm ( E = .O75 + i 1.93). 
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a con t i nuac ión  cómo a p l i c a r l a  a l  problema de l a  red de d i f r a c c i ó n  n ie tar ica.  
Formulación de l  problema de l a  red usando = ~t' 
La propiedad más i n te resan te  de (5.1) usada como cond i c i ón  de con- 
t o r n o  es que pe rm i te  obv ia r  e l  c á l c u l o  de l os  campos den t ro  de l  metal  y a s í  
e l  problema de l a  r ed  se reduce notablemente. Los campos deben s a t i s f a c e r :  
a )  l a  ecuación de ondas (2.13.a), b) l a  cond ic ión  de ondas s a l i e n t e s  (2.14.a), 
c) l a  cond i c i ón  de pseudoper iod ic idad.  E l  par  de condic iones de contorno 
(2.18) (2.19) será reemplazado por una cond i c i ón  de l  t i p o  (5.1) que determi-  
naremos para cada modo. 
Caso €11 
1 4 
En e s t e  modo E =  S ( Y , ~  ) a  y e l  campo magnét ico se o b t i e n e  de 
l a  l e y  de Faraday : 
Def in iendo  un ve rso r  if m x b  p a r a l e l o  a l a  curva 1; 3 ( %  ) podemos proyec- 
A "  
t a r  e l  g rad ien te  en l as  d i r e c c i o n e s m ,  t y a  y obtener :  
-. 
Con estas expresiones de E y H l a  cond ic ión  de contorno (5.1) queda: 
Caso HI/ 
* h 
Para e s t e  caso de p o l a r i z a c i ó n  1 = S ( % , $  ) a  , e l  campo e l é c -  
\ 
t r i c o  se o b t i e n e  de l a  l e y  de Ampere-Maxwell: 
n 
y proyectando en l a  base , t , 1\3 : 
con l o  cua l  l a  cond i c i ón  de con to rno  cor respond ien te  es: 
Debe no ta r se  que cuando ¿1= 0 t a n t o  (5.9) como (5.11) se reducen 
a l as  cond ic iones  de con to rno  en una s u p e r f i c i e  per fectamente conductora.  
P resen tac ión  de un nuevo formal ismo d i f e r e n c i a l  aproximado 
Hemos v i s t o  que l a  t rans fo rmac ión  conforme (4.3) que l l e v a  e l  pe r -  
f i l  de l a  red  a una r e c t a  conserva l as  condic iones de pseudoper iod ic idad  y de 
rad iac i ón ,  y que t rans fo rma l a  ecuac ión de ondas en l a  ecuac ión (4 .4 ) .  Por 
e s t a s  razones e l  uso de d icha  t rans fo rmac ión  para  t r a t a r  e l  problema de l a  
r ed  con l a  cond i c i ón  de con to rno  aproximada conduc i rá  a  un t r a t a m i e n t o  muy 
s i m i l a r  a l  presentado en e l  Cap í t u l o  I I I  para  l a  zona y ) %  ( % )  debiendo , 
s ó l o  e s t u d i a r  cómo se transforman b a j o  (4.3) l a s  condic iones de con to rno  en 
Y = %  ( %  ) . De acuerdo con (4.20) : 
por lo cual las condiciones de contorno en Y= O son: 
Estas condiciones pueden proyectarse sobre la base formada por las 
funciones de Rayleigh obteniéndose: 
(mdo P )  
(modo S ) 
donde se han definido los siguientes elementos de matriz que solo dependen de 
la geometría de la red: 
S i mmi = - \  2~ I$~Y=O ni' d-X 
Resumiendo: e l  problema de l a  red  con l a  cond i c i ón  de contorno 
aproximada se reduce a c a l c u l a r  l a s  func iones (Y  ) def  í n i das  ahora en e l  
i n t e r v a l o  [ o , Y ~ ]  y que son s o l u c i ó n  d e l  s istema ( 4 . 3 0 )  de ecuaciones d i f e r e n -  
c i a l e s  de segundo orden con condic iones en ambos extremos de l  i n t e r v a l o  de i n -  
t eg rac i ón ;  en Y=O deben satYsfacer  l as  condic iones de contorno aproximadas 
( 5 . 1 4 )  y en Y = Y o  deben s a t i s f a c e r  l a  cond i c i ón  ( 4 . 4 4 )  de empalme con l os  
d e s a r r o l l o s  de Rayle igh.  Una vez ob ten idos  l o s  v a l o r e s  de F, ( Y O )  l a s  ampl i- 
tudes de l o s  órdenes d i f r a c t a d o s  se c a l c u l a n  mediante ( 4 . 4 6 ) .  Cuando e l  meta l  
es i dea l ,  l a  impedancia s u p e r f i c i a l  es n u l a  y l a s  cond ic iones  de con to rno  
( 5 . 1 4 )  hacen que e s t e  nuevo formal ismo d i f e r e n c i a l  aproximado se reduzca a l  
formal ismo r i g u r o s o  d e s a r r o l l a d o  po r  Nev ie re  i 4 1 1  para conduc t i v i dad  i n f i n i t a .  
Conservación de l a  energía  
A l t e rando  levemente algunos d e t a l l e s  de l a  demostración r e a l i z a d a  
en l a  secc ión  6 de l  Cap í t u l o  1V es p o s i b l e  demostrar que l o s  campos obten idos 
mediante e l  nuevo formal ismo aproximado s a t i s f a c e n  las  s i g u i e n t e s  igualdades: 
para e l  modo P : 
y para e l  modo S : 
"" C - 0:' F lo) M, S F, = i iR@II + m 9A4) 
E l  p r ime r  té rm ino  de (5.16) es l a  suma de l a s  e f i c i e n c i a s  de l o s  
órdenes d i f r a c t a d o s .  Empleando e l  v e c t o r  de Poyn t ing  como en IV.6 podemos 
i d e n t i f i c a r  e l  segundo té rmino  de (5.16) como e l  coc i en te  e n t r e  l a  po tenc ia  
media absorb ida en e l  metal  y  l a  po tenc ia  media i nc i den te ,  po r  per íodo.  Vemos 
entonces que e l  método propuesto en e s t e  Cap í t u l o  v e r i f i c a  e l  p r i n c i p i o  de 
conservac ión de l a  energía  cua lqu ie ra  sea e l  número de términos empleados pa- 
r a  d e s c r i b i r  l o s  campos; aún cuando e s t e  número sea i n f e r i o r  a l  número de ó r -  
denes propagantes y a  pesar de que l a  cond i c i ón  de con to rno  con impedancia 
es una cond i c i ón  aproximada. 
Resul tados ob ten idos :  comparación con e l  formal ismo r i g u r o s o  
T ra ta remoscone l  método de impedancia s u p e r f i c i a l  cons tan te  e l  caso 
de redes c i c l o i d a l e s  cuyo p e r f  i 1 e s t á  dado por  (4.65) ; l a  t rans fo rmac ión  con- 
forme es:  
entonces : 
Para implementar e s t e  método se han d e s a r r o l l a d o  dos programas For-  
t r a n :  ZECA (para E// ) y ZHCA (para ) . Los resu l  tados numéricos obten idos 
mediante es tos  programas se comparan con aque l l os  ob ten idos  mediante l a  teo- 
r í a  r i gu rosa .  En todos los  casos h/d = .2, = - 5 ,  N = 4 ,  = 1 y e l  nú- 
mero de pasos de i n t e g r a c i ó n  es 3 = 120. Los va lo res  de los  parámetros hl , Yo 
y 3 se determinaron estud iando l a  convergencia de l o s  r esu l t ados  ya que e l  
formal ismo s a t i s f a c e  siempre l o s  c r i t e r i o s  de r e c i p r o c i d a d  y conservac ión de 
l a  ene rg l a .  
En l a s  F iguras  5.4-5.9 se muestra l a  comparación para  e l  modo E// 
y para d i s t i n t o s  va l o res  de l a  cons tan te  compleja E . Para e l  o r o  en n= 550 nm 
E p, = - 5.28, ( ~ i ~ u r a s  5.4 y 5.5)  l a s  curvas ob ten idas  usando l a s  t e o r í a s  
aproximadas y exac ta  reproducen e l  mismo comportamiento c u a l i t a t i v o  observán- 
dose una d i sc repanc ia  r e l a t i v a  d e l  10% en e l  peor de l o s  casos. Esta d iscrepan-  
c i a  disminuye cuando cons ideramos redes con mayor v a l o r  de 1 c R  ( ; por  ejemplo,  
para o r o  en '?l = 700nm ( E R  = - 14.73) como se muestra en l a s  F iguras 5.6 
y 5.7. En l a s  F iguras 5.8 y 5.9 se muestra una s i t u a c i ó n  in te rmed ia :  o r o  en 
600 nm con ER = - 8.37. Ambas t e o r í a s  concuerdan mejor aún en e l  caso 
% = 1.47 rfm , cR = - 109.74 ( p l a t a )  como se muestra en las  F iguras  5.10 y 
En l a s  F iguras  5.12-5.23 se muestran l a s  comparaciones hechas para 
e l  modo N// vo lv iéndose  a observar  que l as  d i f e r e n c i a s  e n t r e  l a s  t e o r í a s  
comparadas d isminuye cuando más nos aproximamos a l a  zona de a l t a  c o n d u c t i v i -  
dad. En e l  caso GP, = - 109.74 l a s  d i f e r e n c i a s  r e l a t i v a s  son siempre de l  
orden d e l  1%, po r  es ta  razón en l as  F iguras  5.20-5.23 se han g r a f i c a d o  solamen- 
t e  l a s  curvas ob ten idas  con 3 = c te .  para d i c h o  meta l  y para conductor  pe r -  
f e c t o  ( E 0 )  . Resu l ta  i n t e r e s a n t e  comprobar que a pesar de que l a  r e f l e c t  i -  
v idad  de l a  p l a t a  en e s t a  zona es muy a l t a  (99 .1%) ,  l a  t e o r í a  de conductor  
p e r f e c t o  no es adecuada para p r e d e c i r  e l  comportamiento de l o s  campos d i f r a c -  
tados. 
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FIGURA 5.20: Cruvas de e f i c i e n c i a  para e l  modo H//', obten idas  con l a  aproximación 
Z = c t e  ( c í r c u l o s )  para l a  red c i c l o i d a l  con h/d = - 2 ,  X l d .  = .5, € R  = -109.74. 
En es ta  zona l a s  d i f e r e n c i a s  e n t r e  l a s  curvas exacta y aproximada no es ap rec iab le  en 
l a  escala e l eg ida .  Como comparación se muestra l a  curva cor respond ien te  a  c o n d u c t i v i -  
dad i n f i n i t a .  (curva con t inua)  Orden -2. 



Validez v a~licabilidad del formalismo a~roximado 
La comparación entre los resultados obtenidos usando los formalis- 
mos diferenciales aproximado y exacto muestran que el método con = cte 
da muy buenos resu 1 tados para meta les con grandes valores de 1 1 . De esta 
forma el método aproximado resbl ta especialmente útil ya que: evita los pro- 
blemas numéricos que aparecen cuando se programa directamente la teor7a del 
Capítulo IV, simplifica el tratamiento teóríco y reduce notableriiente los tiem- 
pos de cómputo. A J  t .  . 
: ; )  - 
CAPITULO VI 
D ISCUS ION Y CONCLUSIONES 
V I .  DlSCUSlON Y CONCLUSIONES 
Las t e o r í a s  de e f i c i e n c i a  de redes de d i f r a c c i ó n  que emplean méto- 
dos d i f e r e n c i a l e s  representan un compromiso e n t r e  s i m p l i c i d a d  de formulac ión,  
v e r s a t i l i d a d ,  f a c i l i d a d  de implementación y rap idez.  S in  embargo, presentaban 
s e r i o s  problemas numkricos que no p e r m i t í a n  emplear las para t r a t a r  l o s  casos 
de mayor i n t e r é s  en 6 p t  i ca  y en e l  modo S de p o l a r i z a c i ó n  s o l o  a r ro j aban  
resu l tados  co inc iden tes  con o t r a s  t e o r í a s  cuando e l  coc ien te  p ro fund idad  de 
surco-per íodo h/d era  muy ch ico .  
En e l  p resen te  t r a b a j o  se encaró e l  e s t u d i o  de l o s  métodos d i f e r e n -  
c i a l e s  con e l  f i n  de extender  su a p l i c a c i ó n ,  prestando espec ia l  a tenc ión  a l  
caso de l a s  redes me tá l i cas  empleadas en e l  v i s i b l e  e  i n f r a r r o j o .  
Primeramente se ana l i za ron  l o s  métodos d i f e r e n c i a l e s  usuales,  demos- 
t rándose que l a s  d isc repanc ias  observadas en e l  modo S , a t r i b u i d a s  en l a  1 i -  
t e r a t u r a  a  problemas de programación se deben a  un t r a t a m i e n t o  inadecuado de 
l a s  ecuaciones que r i g e n  e l  comportamiento de l os  campos, mostrándose que d i -  
cho método i nvo luc ra  una aproximación que l o  hace v á l i d o  solamente para redes 
con surcos poco profundos ( c a p í t u l o  111) .  Esta aproximación, sumada a l a s  d i -  
f i c u l t a d e s  numéricas en l a  zona de a l t a  conduc t i v idad  hace que e l  método d i -  
f e r e n c i a l  para HJ/ presentado po r  ~ e v i e r e ,  sea Ú t  i 1 s ó l o  en c i e r t a s  s i  t uac io -  
nes de i n t e r é s  p a r t i c u l a r .  En cambio e l  método d i f e r e n c i a l  para € 1 1  presentado 
por  Ce ru t t i -Mao r i  no i nvo luc ra  aproximaciones por  l o  que puede en p r i n c i p i o  
a p l i c a r s e  a  c u a l q u i e r  t i p o d e  red  fuera de l a  zona de a l t a  conduc t i v idad .  
En e l  Cap í tu l o  IV se presenta e l  p r imer  formal ismo d i f e r e n c i a l  r i -  
guroso en ambas po la r i zac iones  y v á l i d o  aún en l a  zona de a l t a s  conduc t i v ida-  
des. E l  empleo de t ransformaciones de coordenadas p o s i b i l i t a  un f á c i l  manejo 
de l a s  condic iones de contorno en l a  s u p e r f i c i e  de l a  red  y hace que el méto- 
do tenga exp l í c i t amen te  en cuenta l o s  s a l t o s  de l o s  campos en d icha  s u p e r f i -  
cie. Las comparaciones de los resultados obtenidos con esta teoría y aquellos 
obtenidos usando los metodos diferenciales del Capítulo III en las situacio- 
nes confiables, evidencian una excelente coincidencia y muestran que el'.méto- 
do de transformación conforme m5.s no conforme da resultados rigurosos en am- 
bos modos de polarizaciOn cubriendo la importante zona de los metales de i.nte- 
rés en Óptica. Desde el punto de vista computacional la teoría en la forma 
presentada resulta ventajosa pues el tratamiento simultáneo de los dos casos 
de polarización permite aprovechar un gran volumen de cálculo en común dismi- 
nuyendo tiempos de cómputo a costa de un no muy grande incremento de hemoria. 
La programación directa del nuevo formalismodiferencial permite llegar a tra- 
tar valores de l ~ t -  110 pero una programación más cuidadosa o una modifica- 
ción de la escala en la zona del metal permitiría llegar a valores aun más 
altos de ( € 1  . Sin embargo es posible simpl ificar el tratamiento del problema 
de la red metálica en el rango de altas conductividades mediante el empleo de 
una condición de contorno aproximada que evita el cálculo de los campos dentro 
del metal. 
En el Capítulo V se estudia la aplicabilidad de la condición de con- 
torno de Leontovich a problemas en el rango óptico e infrarrojo y se muestra 
cómo se modifica el tiatamiento del problema de la red cuando se utiliza dicha 
condición aproximada. La comparación con el método exacto muestra que el for- 
malismo diferencial aproximado da muy buenos resultados para metales con gran- 
des valores de ¡& 1 , simpl i f  icando el tratamiento teórico, reduciendo los 
tiempos de cómputo y resultando especialmente adecuado para estudiar los cam- 
pos difractados por redes metálicas de alta conductividad, permitiendo así 
resolver el problema de la red en cualquier zona del espectro electromagnético 
mediante métodos diferenciales.. 
APEND 1 CE 
TRATAM 1 ENTO NUMER 1 CO 
TRATAMIENTO NUMERICO 
Implementación de l  método d i f e r e n c i a l  de l a  sección 111.1 
( i g u a l  a l a  implementación de los  métodos aproximadbs del  
Capí tu lo V )  
E l  método d i f e r e n c i a l  propuesto por Ceru t t  i-Maor i para E// requ ie -  
r e  l a  reso luc ión  de l  sistema de ecuaciones d i f e r e n c i a l e s  (3.19) con cond i c  io -  
nes de contorno (3.20) y (3.21) en ambos extremos del  i n t e r v a l o  de in tegrac ión  
C O , ~ ]  : 
v -8 - 
11 3 , 3' y 7 son l os  vectores cuyos elementos son l as  funciones fm , S; 
y 5: ; ImlLN (sistema t r u n c a d o ) ; V  , L o ,  kh sonmat r i ces  conocidas 
4 
es un vec tor  también conocido. 
Debido a que (3.19) no cont iene derivadas primeras, se ha empleado 
e l  a lgor i tmo de Noumerov. Sea A e l  paso de in tegrac ión ,  constante en todo 
e l  i n t e r v a l o  L o ,  h 1 . Definiendo e l  vector  S :  
e l  a lgor i tmo de Noumerov se basa en l a  s igu ien te  r e l a c i ó n  o f6rmula de Noume- 
rov [ 66 1 
(A. 2)  
6 donde 1 es l a  m a t r i z  i den t i dad  y O ( A  ) representa términos que con t ienen  
m 3 
fac to res  A con M& 6 . Esta fórmula r e s u l t a  ú t i l  para c a l c u l a r  E cono- 
3 
c iendo  e s t e  v e c t o r  en dos puntos a n t e r i o r e s .  Supongamos conocidos (0 ) y 
--P 1 3 ( o ) ,  postergando e l  problema de t r a t a r  (3.20) y (3.21).  E l  vec to r  5 ( 0 )  
se c a l c u l a  según ( A . 1 ) :  
Todavía no se puede i t e r a r  en (A.2) ;  para hace r l o  se neces i t a  (LA ) .  E l  
c á l c u l o  de ( h )  se ha hecho de l a  s i g u i e n t e  manera: mediante un a l g o r i t m o  
-v 
de Runge-Kutta de c u a r t o  orden [671 , se c a l c u l a  p r  ¡mero F (0 ) : 
* 
y luego l a  fórmula ( ~ . 1 )  permi te  obtener  5 ( A ) :  
-C 
Con l o s  vectores 5 ( 0 )  y ( A )  se puede i t e r a r  ahora en l a  f ó r -  
-.. iC 
mula h . 2 )  obteniéndose a s í  l o s  vec to res  5 ( 2 ~ 3 1 ,  5 A ) . . . ,  (h-A) 
- 
- 1  
y f ( h ) .  Como (3.21) r equ ie re  e l  conocimiento de ,?= ( h )  y de J ( h ) ,  
aparece un problema en e l  extremo supe r i o r  de l  i n t e r v a l o  donde s o l o  se conoce 
f . h ) ha s i d o  ca l cu lado  i n v i r t i e n d o  l a  ecuación: 
y desa r ro l l ando  en s e r i e  ( ~ . 7 ) :  
4 
I Las der ivadas (h) han s i d o  ca lcu ladas  empleando l a  fórmula c i t a d a  en 1681 : 
Con estos elementos se dispone de un a l g o r  i tmo numér i c o  que perrni t e  conocer 
4 4 ( h )  y gr(h), so luc ión  de (3.19), c o n o c i d o s 3 ( 0 )  y ~ ' ( 0 ) -  P e r o e n  
e l  problema de l a  red l a s  condic iones de contorno es tán  dadas por  l a s  r e l a c i o -  
nes (3.20) y (3.21) por  l o  cual  se debe proceder de l a  s i g u i e n t e  manera: dada 
l a  1 i nea l  ¡dad de l  s istema (3.191, todas sus so luc iones  forman un espac i o  vec- 
t o r i a l  y en consecuencia, e l  comportamiento de c u a l q u i e r  so luc ión  queda de te r -  
minado s i  se conoce una base de es te  espacio v e c t o r i a l .  E l i g i endo  a r b i t r a r i a -  
-. 
mente P = 2 N + 1 vectores 1 inealmente independ i en tes  3 (0 ) , e l  uso de 
(3.20) p e r m i t e o b t e n e r  P vec to res  ( 0 )  ( / { I  6 N ) :  
-.. 
Para cada (O ) ,  e l  a l g o r i t m o  numérico d e s c r i t o  da l o s  yec to res  h ) a A 
y S' ( h  ) que pueden usarse para c o n s t r u i r  un vec to r  fi d e f i n i d o  por :  d 
Los 3 ( ) así  ha l l ados  forman p a r t e  de un subespacio v e c t o r i a l  de dimensión a 1 
p , pues e l  espac io de so luc iones de (3.19) t i e n e  d imens ión  2 P y e l  hecho 
de imponer ( A .  10). reduce es te  número a l a  mitad.  Por es ta  razón, l a  so luc ión  
$ (1 de ( 3 . 1 9 ) ,  (3.20) y (3.21) se podrá e s c r i b i r  como una combinación 
* 
l i n e a l  de l a s  P funciones F' ( ) ( 141  6 N ) :  3 1 
Los c o e f i c i e n t e s  S i  se determinan imponiendo l a  cond i c i ón  de contorno (3.21): 
i =-N 
y usando (A. 11) : 
N 
j =-N 
queda un s i stema de P ecuac iones 1 i nea 1 es con P i n cógn i t as  ( l o s  coef  i c  ien- 
t es  5' . E l  elemento s i t u a d o  en l a  f ib la  m y en l a  columna 3 de l a  m a t r i z  
de este sistema de ecuaciones es la componente n-gsirna de1 vector j j  ; 
invirtiendo esta matriz se hallan los coeficientes Si lo que permite calcu- 
lar en todo punto del intervalo de integraci6n. Las amplitudes de los 
campos d i f  ractados se calculan mediante (3.73) y (3.16). 
Implementación del método diferencial de la sección 111.2 
El método diferencial propuesto por tdevikre para N// requiere la 
resolución del S istema de ecuaciones diferenciales ord inar ¡as (3.32) Y (3.33) 
con las condiciones (3.35) y (3.37) en los extremos del intervalo de integra- 
ción [ o>h ]  . Truncando las series, estas ecuaciones son: 
En notación matricial el sistema a resolver tiene la forma: 
( A .  17) 
(A. 19) 
3 - 
donde ( 3 ) y 4 (1 ) son vec to res  columna de dimens i ón  ? =  y de 
m' - 
elementos S,,, (7 ) y Sm (1 ), es un vec to r  columna de elementos 
' Cfl 
U 
-& 6'' h &o , Lo y son matr ices de Px P con elementos 
a, 
- - L'P? 
(~0)rnm - k2 
son vec to res  columna de dimens iÓn 2 P : 
y v (1 ) es una m a t r i z  de 2P * ZP 
E l  sistema (A .18)  es un sistema 1 i nea l  de p r imer  orden con 
3 
f un- 
c iones i ncógn i t as  representadas por  e l  vec to r  incógn i t a  (c (  ) . Supon iendo 
e 
4 
conocido 3 (0 ) e l  S istema (A. 1 8 )  puede i n t e g r a r s e  por  e l  método de Runge- 
Ku t ta  E 671 pero  l a s  exper ienc ias  numéricas i nd i can  que l a  u t i l i z a c i ó n  de l  méto- 
do de Ad ams4Rou 1 t on  [ 691 con paso f i j o  permi te  d i s m i n u i r  e l  t iempo de cómputo. 
E l  esquema. de i n teg rac ión  de Adams-Moulton puede resumirse en l a s  s i g u i e n t e s  
donde do = 9/24, di = 19/24, d2 = -5/24, 4 3  = 1/24, (Jo 55/24, 
( 3 1  = - 59/24, P 2  = 37/24, (jj = -9/24. Para avanzar un paso de i n teg ra -  
3 
c i ó n  es necesar io  conocer e l  vec to r  de i ncógn i t as  en c u a t r o  puntos ante-  
r i o r e s ;  por  es ta  razón e l  método de Runge-Kutta se u t i l i z a  en e l  extremo in fe -  
r i o r  de l  i n t e r v a l o  de in tegrac ión .  Se dispone a s í  de un a l g o r i t m o  que provee 
-+ -4 -B 
(h ) dado ( O  ) . Como ( O )  no se conoce, e l  proced i rniento seguido 
es e l  s i g u i e n t e :  1 " )  se e l  igcn a r b i t r a r i a m e n t e  P vec to res  independientes 
4 qi ( 0  1, 1 1 L N , 2")  mediante (A.19) se c a l c u l a  yi ( O  ) para cada 
3 $i ( 0 )  con l o  cua l  queda determinado e l  vec to r  36' ( O ) ,  3" )  se i n t e g r a  
( ~ . 1 8 )  en e l  i n t e r v a l o  6 0 ,  h] con e l  esquema ( ~ . 2 1 ) ,  ( ~ . 2 2 ) ,  4 "  ) se de f  i i e  
un vec to r  = qi ( h  ) 4- kh $! ( h  ) y 5') observando que e l  subespacio 
de so luc iones  de ( ~ . 1 8 )  que s a t i s f a c e  (A.19) t i e n e  dimensión P , r e s u l t a  
-9 
que l o s  vec to res  @ ( ) son una base de d icho  rubespacio,  por  l o  cua l  l a  d 'd 
s o l u c i ó n  buscada puede e s c r i b i r s e  como: 
r 
o a u 6; $$ es con t inua  en ( h  = " ("  y l a  
cond i c i ón  (A-20)  es: 
(A.24) es un s istema de P ecuaciones 1 ineales con P incógnitas ( Si ) . 
invirtiendo este sistema se ha1 lan los coéf icientes S , lo que permite cal- ¿ 
cular las funciones incógnitas y a p.artir de ellas los campos en todo el es- 
pac io. 
Implementación del método diferencial del Capítulo I V  
El sistema truncado correspondiente a la ejempl ificación de este 
método diferencial es : 
(A. 25) 
(A.  29) 
* 
donde 9 , g' y 811 son vectores de d irnens ión Pn 2h)+ l cuyos elementos 
son las  funciones Frn ( Y )  y sus derivadas primeras y segundas con respecto 
a y  ; 6 ,  IH , c ~ K  y s o n m a t r i c e s d e  P Y P  
(11 -iyóí'~o 
y % es un vector  de dimensión P : qrn= -ZL(9o e &m e 
-i. 
E l  procedimiento para encontrar e l  vector  9 ( Y  ) con en e l  i n t e r v a l o  
[ - Y O ,  Y O ]  sepuede r e s u m i r e n  l o s s i g u i e n t e s  pasos: 
E l e g i r  a rb i t ra r i amen te  P vectores 1 inealmente independientes 
A 
Usando l a  cond i c  ión (A .  30) determinar los  vectores der ivados 
Cons iderando e l  S istema ( ~ . 2 5 )  de P ecuaciones d i f e renc  i a les  de 
segundo orden y P incógni tas como un S istema de 2 P  ecuac iones 
de pr imer orden con 2P funciones incógni tas ( l a s  P funciones 
y sus P derivadas),  rea l  i za r  l a  in tegrac ión  numérica de ( ~ . 2 5 )  
mediante e l  método de Adams-Moulton con paso f i j o  d e s c r i t o  en l a  
-3 
sección a n t i r  i o r .  Dicha in tegrac ión  provee los  valores de ( O-) 
- 1  
¿ 
y ( O - )  donde e l  símbolo O- se u t i l i z a  para i nd i ca r  que A 
estos valores fueron obten idos avanzando hac ia  ' izo desde l a  zo- 
na . En cada paso de l a  in tegrac ión  numérica en esta zona 
se debe i n v e r t i r  l a  m a t r i z  t r i d i a g o n a l  ftJl (Y ) l o  que se ha he- 
cho u t i l i z a n d o  un método basado en e l  a l g o r i t m o  de r e s o l u c i ó n  de 
S i S temas de ecuac iones 1 i nea 1 es descr  i t o  en [ 70 1 . 
Empalmar l o s  vec to res  de func iones  en Y - O  , mediante l a s  expre- 
s iones  (A.27) y ( ~ . 2 8 )  que t i e n e n  en cuenta l a s  d i s c o n t  inuidades 
4 
en l a  s u p e r f i c i e  Y = o  . S e o b t i e n e n  5 (O') y (0') 
donde e l  símbolo 0' i n d i c a  que l as  func iones es tán  evaluadas en 
un v a l o r  de y que t i e n d e  a ce ro  manteniéndose p o s i t i v o .  
Rea l i za r  l a  i n t e g r a c i ó n  numérica de (A.26) mediante e l  a l g o r i t m o  de 
-/ * Noumerov d e s c r i t o  en l a  secc ión A . l  obteniéndose \3- ( Y o )  y ($1 .  
- 
d b 
Con es tos  va l o res  se c a l c u l a n  l o s  vec to res  % a  ; 
El subespacio de so luc iones  de l  s is tema (A.25), (A.26), ( ~ , 2 7 ) ,  
- 
(A.28) y ( A . ~ o )  t i e n e  d irnensión P y como l o s  3i (Y ' )  son vecto-  
res  l i nea lmen te  independientes forman una base de e s t e  subespacio. 
Entonces l a  s o l u c i ó n  más genera l  puede e s c r i b i r s e  en términos de es ta  
base: 
Imponiendo l a  cond i c  iÓn ( ~ . 2 9 )  r e s u l  ta ;  
~s  d e c i r :  
1 que es un sistema de P ecuaciones 1 i nea les  con P i n cógn i t as  
( l o s  si ) .  l n v i e r t i e n d o  e s t e  sistema, se ob t ienen  l o s  c o e f i c i e n t e s  
, conociéndose a s í  l a s  func iones incógn i tas  en todo punto 
de l  i n t e r v a l o  [-'fo,Yoj (según ~ . 3 2 ) ) ,  l o  que permi te  determinar  l os  
campos en todo punto de l  espacio.  
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